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8.1. Vorbemerkungen. 


Die in der folgenden Abhandlung zur Entwicklung gelaugeude Theorie der astronomischen Refraction soll 
hanptsäehlieh in der Richtung einen Fortschritt anbahnen, dass auf die Verhältnisse, wie dieselben durch die 
untersten Luftschichten dargeboten werden, gehörige und ausreichende Rücksicht genommen werden kann, und 
dass ferner auf die Bestimmung jener kleinen Glieder, welche шап gewöhnlich in den bisherigen Refraetions- 
theorien жп vernachlässigen pflegt, eingegangen werden soll. 

Die in der vorliegenden Theorie der Itefraetion über die Constitution der Atmosphäre gemachten An- 
nalımen schliessen sich einerseits den bekannten Thatsachen in sehr befriedigender Weise an und gestatten 
anderseits den für die Berechnung der Refraction in der Nähe des Horizontes bisher üblichen пе selten sehr 
schwerfälligen Reehnungsmechanismns mit Benützung weniger lilfstafeln dureh elegante und редпеше Metho- 
den zu ersetzen; Ше zweckmässige Wahl eines Parameters f gestattet nämlich, wenn es nicht anf die äusserste 
Genauigkeit ankommt, die Refraction durch eine einzige unvollständige Gammnafunetion darzustellen. 

Es mag hier noel erwähnt werden, dass ich den Einfinss der Luftfeuchtigkeit auf die Nefraction vorerst 
wicht in Betracht gezogen habe, weil sich darüber gegenwärtig keine genügenden Angaben machen lassen ; 
jedenfalls ist der Einfluss derselben sehr klein und vermischt sich mit anderweitigen nicht leieht durch Rech- 
nung zn ermittelnden Anomalien; sollte die Berücksichtigung der Luftfeuchtigkeit seinerzeit als wiinscheus- 
werth erscheinen, so werden sieh die nöthigen Correetionen leicht nach den hier entwickelten Methoden 
berechnen lassen. 

Die Construction von Refraetionstafelu soll erst dann in Angriff genommen werden, bis ieli jene Hilfsmittel, 
welche mir geeignet erscheinen, die in dem Problem auftretenden Parameter sicher zu bestimmen, in Anwen- 
dung gezogen habe, 


8.2. Vorbereitende Transformationen der Differentialgleichnng für die Refraction. 
Die bekannte Differentialgleiehung fiir die Refraction lautet: 


(1-в) sin 2 du. 


ыле u IA ——. 1) 
EA 2 
и ова? 1 ст езі” 
і (5 ö | 


Denkschriften der malhem. nalurw. С. АИ. Bd. 1 


2 Пи Орро ет 


dieselbe ist aber nur so lange als streng zu bezeiehnen, als man das Snellius’sche Breehungsgesetz als 
völlig zutreffend annimmt und eine dem angenommenen Krümmungsradius entsprechende concentrische 
Sehiehtung der Luft voraussetzt. Die Richtigkeit des Brechungsgesetzes wird wohl gegenwärtig nieht bezwei- 
felt werden können, wohl aber die letztere Lypothetische Annahme besonders fir grosse Zenithdistanzen, 
bei denen der Lichtstrahl lange Zeit nahe über die Erdoberfläche hinwegstreift, die mehrfach uneben ist 
und ein sehr verschiedenes Wärmestrablungsvermögen besitzt; doch selbst für wenig grosse Zenithdistanzen 
können starke Störungen in dem Gleiehgewichte der Atmosphäre und besonders die ungleichen Temperatur- 
verhältnisse zwischen dem Beobachtungsraum und dem änsseren Medinm ganz merkliche Unregelmnissig- 
keiten bewirken, die sich kanm mit Sicherheit berechnen lassen; zeigen demnach die Lnftschiehten eine 
wesentliche Abweichung von dem in der Differentialgleichung supponirten Parallelismus, so können besonders 
für sehr grosse Zenithdistanzen beträchtliche Abweichungen entstehen. 

Іп der Gleiehung 1) stellt р. den Breelimngsindex der Luft für das in Betracht kommende Element der 
Refraetionseurve, м, aber den Breehungsindex für die unterste Luftschichte vor, in welcher die Rielhtung des 
einfallenden Strahles mit der Lothlinie den Winkel 2 einschliesst; es ist sonach 2 die scheinbare Zenithdistan? 
des beobachteten Objeetes am Beobachtungsorte; ist а der Krümmungsradius der Erdoberfläche, und sei » der 
Abstand der in Betracht gezogenen Luftsehichte von dem Krümmungsmittelpunkte, so ist s bestinmmt durch 
die Relation: 





DI 
, 2) 


з ist sonach die Höhe der Lnfisehichte, ausgedrückt in Einheiten der Entfernung derselben vom Kriimmungs- 
mittelpunkte. Л stellt die zu ermittelnde Refraction vor, und die Differentialgleiehung 1) ist so angesetzt, 
dass nach erfolgter Integration als untere Grenze die für den Weltraum, als obere Grenze die für den Beob- 
achtungsort geltenden Werthe eingesetzt werden müssen. Um diese letztere Bemerkung anschaulich zu 
wachen, möge eine ganz genäherte Integration der Gleichung 1) versucht werden. Ist сов 2 nieht sehr klein, 
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so wird das Glied eos 2? gegen die folgenden Glieder des obigen Wurzelausdrnekes überwiegen, da | Ше 
400% 


und s selbst für Ше obersten Luftschichten, denen man noch еше merkliehe brechbare Wirkung zuschreiben 
kann, nur sehr kleine Beträge darstellen; man kann sobin mit einer gewissen Annäherung, so lange man dem 
Horizonte nicht zu nahe kommt, statt 1) schreiben: 


Die Integration dieser Gleichung und die Einsetzung der oben angegebenen Grenzen gibt sofort: 
R = (lognat p) tg г. 


Dieses Resultat gibt zn einer nicht uvwichtigen Bemerkung Veranlassung; es wird nämlich die 
Refraction, wenigstens für nieht allzu grosse Zenithdistanzen, von der Constitution der Atmosphäre, sobald 
man die concentrische Schiehtung als vorhanden annimmt, so gnt als mmabhängig sein und fast nur cine 
Function des Luftdruckes und der Temperatur jener Luftsehiehte werden, in der sich der Beobachter befindet. 
Diese Betrachtungen lehren, dass man im Allgemeinen gnt thun werde, bei der Berechnung der Refraction 
jene Thermometer- und Barometerstände, welche in unmittelbarer Nähe des Beobachtungsinstrumentes statt- 
finden, in Anwendung zu ziehen und nieht, wie dies so häufig geschicht, Temperaturen, die ausserhalb des 
3eobachtungsranmes abgelesen werden, hiezu zu verwenden; denn wenn auch bei fundamentalen Beobach- 
tungen darauf Bedacht genommen werden mnss, dass die Temperaturen innerhalb des Beobachtungsraumes 
mit den äusseren möglichst ausgeglichen seien, so wird sich im Allgemeinen ein völliger Ausgleich nicht ber- 
stellen lassen, und meist wird ein Untersehied in dem Sinne bestehen, dass am Tage der Beobachtinngsraum 
kühler, in der Nacht wärmer sein wird als die äussere Luft. So z. В. geben die so genanen Pulkowaer Веоһ- 
aehinngsreihen selbst mässig grosse Zenithdistanzen am Tage kleiner als in der Nacht, welcher Unterschied 
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sich ans den vorangehenden Bemerkungen leicht erklärt, wenn man beachtet, dass bei der Reduction der 
Pulkowaer Beobachtungen die äusseren Lufttemperaturen angewendet werden; allerdings ist angesichts eines 
solehen Verhältnisses bei dem Übergange des Lichtstrahles in den inneren Raum auf eine völlig horizontale 
Sehiehtung, wie die Theorie dieselbe voraussetzt, nicht mit Sicherheit zu rechnen; doch wird aueh hier diese 
Ilypothese die plausibelste sein, da die zweifellos gesetzmässigen Änderungen unterworfene Krümmung der 
Schichten sich wohl Каши annähernd genan bestimmen lassen wird. Es soll gleich hier darauf hingewiesen 
werden, dass die folgende Abhandlung das Resultat zu Tage fördert, es zeige die Retraetion selbst eine täg- 
Пепе Periode, Ше in ähnlicher Weise bei heiterem Wetter am Tage die Refraetionsbeträge vermindert and in 
der Nacht vermehrt; doch kommen diese Variationen für den hier berührten Gegenstand nicht in Betracht, da 
dieselben nur fir grosse Zenithdistanzen merklich werden können; für Zenitlidistanzen selbst bis 70° sind 
sie völlig versehwindend. 

Für die weitere Behandlung der obigen Differentialgleichung ist es förderlieh, den Brechungsindex / mit 
der Dichte der Luft р in Zusammenhang zu bringen; es scheint, dass man olme merkliehen Fehler џ. als 
einfache Function von р darstellen kann, wenn auch neuere Untersuchungen darauf hinzuweisen scheinen, 
dass ftir dieselbe Luftdichte bei versehiedenen Temperaturen eine geringe Verschiedenheit von y vorhanden 
sei; jedenfalls sind diese Abweichungen so gering, dass man der Form: 

5—1 = Др), 3) 
welehe и als еше Function der Luftdichte darstellt, eine Berechtigung wird nicht absprechen können 
Bezeichnet man mit 2, die Diehte der Luftschichte am Beobachtangsorte und bestimmt а dureh die Relation: 
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so wird а jene Grösse darstellen, die für bestimmte Thermometer- und Barometerstände gemeiniglich als 


Do 


Constante der Refraction bezeichnet wird. Setzt man überdies, um die Schreilnveise möglichst zu verein- 
fachen: 
Zeck 
Ќе) Di 
Bad ` 


so erhält шап zunächst dureh die Ditferentiation der Gleichung 3) mit Benützung der Relation 5): 
О == Кро) 9%; 
es ist also, Ча 2-1 = fle) wird: 
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Weiter ist: 
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daher: 
и SS А + 2 
1— — == 2a (1—4). 1) 
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Mit Rücksicht auf diese Transformationen nimmt die oben angeführte Differentialgleichung der Refraction 
die Gestalt: 
a (1—s) sin где 


EE 
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8) 
an. Mag die Form der Function f wie immer beschaffen sein, so wird als untere Grenze für т der Werth Null, 
als obere Grenze Пе Einheit zu nehmen sein, denn der Brechungsindex p für den Weltranm wird der Einheit 
gleich werden [also /(2) =0], für die Erdoberfläche wird aber (р) = (оо) 
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Über die Form der Function f sind die Ansichten der Physiker bislang getheilt; auf Grundlage der 
Emanationstheorie hatte man früher angenommen, dass 2—1 == ср ксі, in welchem Ausdrucke с eine für 
ein bestimmtes Gas geltende Constante darstellt; in neuerer Zeit neigt man sich mehr der Ansicht zu, dass 
die Form p—1 == с/р, in welchem Ausdrucke d eine Constante vorstellt, eine grössere Berechtigung habe; 
beachtet man aber, dass im Maximum etwa р den Werth 1:0003 erhält, so wird man sofort einsehen, dass 
es praktisch ganz gleichgiltig ist, welche der beiden Hypothesen man wählt; denn man findet: 


c= dilu), 
es ist sonach, wenn die letztere Form die riehtige ist, с sehr nahe constant, indem die maximalen Unter- 


кешеде nur von der Ordnung des Quadrates des Überschusses von м über die Einheit sind. Es soll daher in 
der Folge: 
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angenommen werden. 
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. 3. Differentialgleichung zwischen s und хх. 


Lei der im vorangehenden Absatze angeführten Differentialgleichung 8) wird nur dann an eine Integra- 
tion derselben geschritten werden können, wenn der Zusammenhang der beiden in derselben auftretenden 
Variabeln s nnd г erkannt ist. Es wird sich aber hiebei bald herausstellen, dass dieser Zusammenhang nur 
dann mit Sicherheit ermittelt werden kann, wenn das Gesetz der Temperaturabnahnme der Luft mit der Етһе- 
bung über die Erdoberfläche, also der Zusammenhang von s und £ bekannt ist, eine Relation, die im folgen- 
den Absatze näher behandelt werden wird. Vorerst soll nur der Zusammenhang zwischen s und г, soweit dies 
ohne Kenntniss der bezüglichen Temperaturverhältnisse möglich ist, entwickelt werden. 

Da die Dichte der Luft nur mittelbar durch die Beobachtung des Luftdruckes bestimmt wird, so ist es 
die nächste Aufgabe, die hiebei auftretenden Verhältnisse klarzulegen. Ist B die vollständig eorrigirte, auf 0° 
redueirte Barometerlesung, 4 die Dichte des Queeksilbers bei 0°, у die Schwere am Beobachtungsorte, во 
hat man offenbar als Maass des Lnftdruckes р (die elastische Kraft der Luft) die Gleichung: 


р2= 002. 1) 


Weiter lehrt das Mariotte’sche Gesetz, welches fiir die vorliegenden Untersuchungen als streng richtig 
angesehen werden kann, dass das Volnmen eines Gases bei gleicher Temperatur sich umgekehrt verhält, wie 
die auf dasselbe wirkenden Druckkräfte, oder, was auf dasselbe hinauskomint, dass sich bei gleicher Tempe- 
ratur die Dichten wie die Druckkräfte verhalten; diese letztere Relation folgt sofort aus der ersteren, wenn 
man sich vergegenwärtigt, dass mit der Vergrösserung des Volumens eines Gases nothwendig die Diehte in 
linearer Weise zu derselben abnimmt. Ändert sich dagegen die Temperatur, so ist, wie dies Gay-Lussac 
zuerst experimentell nachgewiesen hat, die Ausdehnung für alle permanenten Gasarten sehr nahe proportional 
der Temperatur und für alle Temperaturen sehr nahe constant. Bezeichnet man den Ausdehnungseo£ffieienten 
der Volumeinheit atmosphärischer Luft für 1° Celsius Temperaturzunahme mit m, für welchen Werth die 
neueren Bestimmungen 0.003670 ergaben, das Volumen der Luft bei 0° mit (И), so werden die Volumina 
H, und V für die beziehungsweise stattfindenden Temperaturen A, und 7 (Celsius) bestimmt sein dureh: 


Vo = СО) 
И = (И). 


ко 


Nennt man die ги И, und Г gehörenden Dichten с, und р’, so wird, da sieh die Dichten nmgekehrt wie 
die Volumina verhalten, sich ergeben: 
Luck 


— = 3 
Dn 1+ l 


welche Relation jedoch nur gilt, so lange der Barometerstand constant bleibt, 


Über die азіғонотізейе Refraction. 5 


Geht aber der Luftdruck von р, ohne eine Temperaturänderung auf р über, so wird sich die Dichte р 
abändern und etwa den Werth р annehmen. Beachtet man das Mariotte’sehe Gesetz, ко wird sein: 


„сорта рор, 


woraus man in Verbindung mit der Gleichung 3) erhält: 
EE 4) 
тө ни" 
welehe Relation sofort zeigt, dass in der That eine Relation zwischen Druck тшй Dichte hergestellt werden 
kann, wenn die zugehörigen Temperaturen gegeben sind. 

Um nun die Differentialgleichung für die Abnahme des Luftdruckes (— др) mit der Höhe zu erhalten, 
beaehte шап, dass dieselbe bestimmt wird dureh das Produet der differentiellen Höhenänderung ФА in die 
Diehte der Luft > und die Sehwere. Bezeichnet man mit y die аш Beobachtungsorte stattfindende Schwere, 
mit A die Höhe über dem Beobachtungsorte, in welcher die Änderung des Druckes in Betracht gezogen wird, 
mit « den Krünmungsradius der Erdoberfläche für den Beobachtungsort, so wird man für den gesuchten Aus- 
druck mit einen hohen Grade der Annäherung annehmen dürfen: 

др = —y а т 
Хай 
іп welcher Formel jedoch die Zunahme der Flielikraft mit der Höhe, die Abändernng der Schwerkraft durch 
die locale Dichte der Erdoberfläche und апер der Zuwachs an Schwerkraft, der aus den unter dem Elemente 
liegenden Luftsehiehten entsteht, als zu unbedeutend völlig übergangen wird. 
Führt man in dieser Gleichung für Л die Grösse х, welehe in der Ditferentialgleichung der Refraction ant: 


tritt, durch die Relation: 


ein, so findet sich: 
Е 
др = — uy p ðs. ә) 
Die Ditferentiation der СПејећи +) liefert, wenn man bedenkt, dass p eine Function von p und ¢ ist: 
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Elininirt man also mit Hilfe der Gleichung 5) др, so findet sich sofort, wenn man sich an die oben 


(рад. 4, Gl. 9) angenommene Bedeutung von г erinnert, und abkürzend: 


7 : 
TELE 6) 
(Ее) ауа Акт? 
setzt, Ше gesuchte Differentialgleichung: 
2 ӨЛІГІ Е т 


Die Gleichung 7) ist ans zwei wesentlich verschiedenen Factoren zusanımengesetzt. Der Faetor L(1 +8), 
dessen hier gewählte Schreibweise dureh die unten folgenden Entwicklungen klar werden wird, ist durchaus 
nur von Grössen abhängig, die sich unmittelbar aus der Lage des Beobachtungsortes und durch Beobach- 
Dett) 

с 


tungen ап geeigneten Instrumenten (Baro- und Thermometer) ableiten lassen; der Factor wird 


aber nur dann näher bestimmt werden können, wenn bestimmte Annahmen über die Constitution der Atmo- 
sphäre gemacht werden, auf weleben Gegenstand erst die Betrachtungen des folgenden Absehnittes näher 
eingehen werden. An die Definirung des ersten Factors, nämlich 2014 2), soll aber hier sofort geschritten 
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werden. In diesem Ausdrucke erscheint zuerst rechts vom Gleichheitszeichen der reciproke Werth des Krim- 
munesradins für den Beobachtungsort. Derselbe wird mit ausreichender Annäherung dureh Addition der Höhe 
des Beobaehtnngsortes über der Meeresfläche /, zum Krümmungsradius der letzteren (а) gefunden. Derselbe 
ist aber nieht onr mit «ег Polhöhe о veränderlich, sondern auch mit dem Azimuthe A. Bezeichnet man mit x, 
(іс Abplattung der Erde, deren numerischer Werth nach Bessel: 


angenommen werden kann, so findet sich daraus die Exeentrieität einer Meridianellipse bekanntlich dureh die 
Relation: 


e= 910—5 Juge = 8:919 2052—10. 


Für den Krüpimungsradius der Meeresfläche (а) findet sich aber, wenn man den Aquatorhalbnesser der 
Erde als Einheit annimmt, für die Polhöhe о und das Azimuth A setzt, der Ausdruck: 


87 ` 


ke e 
(9 (еде соз од eos 4?) \/ 1—e? sin g? 

Beachtet man, dass с? einen mässigen Werth darstellt (annähernd 2: 300), so dürfte es dem hier 
gestellten Problem angemessen erscheinen, sich auf die ersten Poteuzen dieser Grösse zu beschränken, indem 
durch die Vernachlässigung der Glieder zweiter Ordnung (also von der Ordnung е“) im Logarithmus von (а) 
nur Fehler von einigen Einheiten der sechsten Deeimale bewirkt werden können. Man wird olme Schwierig- 
keit, wenn man die Entwicklung іш der angedeuteten Weise ansführt und anstatt der Potenzen der trigono- 
metrisehen Functionen die vielfachen Winkel einsetzt, fiir den reeiproken Werth von («) finden: 


1 е? D 
(а) 


—14 Zens2p+ g сов? А+ соко}. 8) 

Die weiteren Glieder zweiter Ordnung, welehe wie die noch höherer Ordnung vernachlässigt werden 
sollen, sind: 

11 5 1 1 (T 1 | 
2 оаа к= ей 039 ОСАО А ат кено ке z 

e e соз 2g — e соз Чо — et соз 24 + сов 2 y+ — 6084 +... 
64° 716 я л E да“ 

Will man 1: (0 in Metern ausgedrückt erhalten, so wird man rechts vom Gleichheitszeiehen in S) mit 
dem Aqnatorhalbmesser, in Metern ausgedrückt, zu dividiren haben. Bessel gibt für den Aquatorhalbmesser 
der Erde den Werth 3272077: 14 Toisen an; mit dem Verwandlungsfactor: 

Toise a ЕА 
0 — (ПРО БЕШИ). 
> Meter 
erhält man also für den Aqnatorhalbmesser 6377397 -16 Meter, und Меш kann man der Gleichung 8) die 
folgende numerische Form geben, in der die überstrichenen Zahlen Logarithmen derselben vorstellen: 


1 и дн ысы ет и. а------- Lo RR 
G = (3: 195857—10)-+ (0-718737 — 10) cos 29 +(0- 417707 —10) {1 + cos 29} cos 24. HI 
Um nun den Übergang auf den reeiproken Werth von а zu machen, beachte man die oben als zulässig 


bezeichnete Näherung: 
N 
“7 (Ой 


Da aber A, nothwendig stets sehr klein im Verhältniss zu (а) ist, darf man hiefür mit genügender 
Annähernng schreiben: 


Se со SE H 9) 
а (а) ај! 
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driickt man also die Meereshöhe für den Beobachtungsort dureh 7, ін Metern aus und beachtet, dass man ohne 
Nachtheil für die Genauigkeit die Produete von 7, in е übergehen darf, so wird man haben: 
1 1 ок | 
— = — — (6:5907--20) №, Sir 
а (а) 
womit in Verbindung mit Ву“ der Factor 1:4 im Ausdrucke für 1,1-2) erledigt erscheint. Der Factor 
Po: gea im Ausdrneke /,(1--2) wird sich in ähnlicher Weise entwiekeln lassen. Man wird sich gegenwärtig 
га halten haben, dass hier unter po, р, nd y beziehungsweise der Luftdruek, Че Luftdiehte und die Schwere 
für den Beobachtnngsort verstanden wird. Bezeiehnet man mit (2,) die Шеше der Luft, die nnter dem 
45. Breitengrade an der Meeresfläche bei 0° Temperatur und nnter einem anf 0° redueirten Baroweterstand 
von 0-76 Meter Quecksilber stattfindet, ко hat man, wenn der Luftdrnek amter diesen Bedingungen mit (p) 
bezeichnet wird, nach 1): 


(ла) = 0-16, 10) 


in welchem Ausdrucke (g) die Schwerkraft unter dem 45. Parallel vorstellt. Wendet man шіп, пш das Verhält- 
niss der Dichte (ро) zu p, zu bestimmen, die Gleichung 4) an, nachdem man in dieselbe statt p, 2 nnd? die 
Werthe (ul, (е) und О eingesetzt hat, so resultirt: 


Ро Ф) 


Eu (Po) 





(+); 
dividirt man beiderseits mit аут). во findet sieh mit Rücksicht auf 10): 


я D ‚4 | 
allan == ше = ТЕЛІ - o 
e чу) [6 í "al | “у М) 


Der in den eckigen Klammern stehende Ausdruck ist nichts anderes, als der gewöhnlich mit dem Namen 
der Höhe der homogenen Atmosphäre bezeichnete Жени und stellt das Verhältniss der Dichte des Quecksil- 
bers zur Luft, multiplieirt mit 0-76 vor. 


mo A RE А : А 
In der Gleichung 11) muss пип der Quotient I näher betrachtet werden. Bezeichnet man mit ф Ше 
y 


Schwere am Meeresnivean in der Breite о, хо besteht zur Bestimmung der Schwere der Ansdruck: 
у = (g) { 1—0: 0025791 eos до}. 12) 


Dieser nnmerische Coäfficient ist entlelmt aus Jelinek’s „Anleitung zur Anstellnug meteorologiseher 
Beobachtungen“ (2. Aufl., р. 195) und daselbst abgeleitet ans dem Resultate, welehes Baily aus einer sorg- 
fälligen Disenssion der ап verschiedenen Orten ausgeführten Messnngen der Länge des Seemndenpendels 
gefunden hat. Anderseits wird апей ет Unterschied zwisehen a und у darin bestehen, dass sich der Beob- 
achtungsort ін einer Höhe 7, über der Meeresfläche befindet; die Anwendung des Factors: 


zu dieser Keduetion würde wenig genane Resultate liefern, da hiebei die Voranssetzung gemacht wird, 
dass sich der Beobachtungsort frei, ohne anziehende Unterlage, іш der Höhe 7, befinde; da aber die meisten 
Observatorien in mehr oder minder ebenem Terrain liegen, so wird es zweekmässig sein, anf die Dichte 
der iiber dem Meere gelegenen Erdsehiehten Rüeksieht zu nehmen. Poisson gibt Мег den folgenden 
Ausdruck: 


2% 3 hy °? 


(Ена 


H EE 
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9=9 


8 ТЉ. о. Oppolzer, 


in welehem АпвйгцеКе 2 die Dichte des Erdkörpers an seiner Oberfläche, A seine mittlere Diehte vorstellt; für 
das Verhältniss beider Zahlen kaun шап nach Chisholm: 

0006 

А ТІП” 
annehmen; mit diesen Zahlen erhält man, wenn 7, ін Metern angesetzt gedacht ist, nnd das Product dieser 
Grösse in е? übergangen wird, den Ausdruck: 


y=y1—(3:31533— 10) In}. 15) 


Vereinigt man Ше Resultate der Gleichungen 12) und 15), so findet sieh, wenn man wieder die zweiten 


Potenzen der kleinen Correctionsgrössen übergeht, mit mehr als ausreichender Genauigkeit: 


и = 1--(7:411408--10) eos 25+(3:31533— 10) 74. 14) 


Hiemit ist also die Bedeutnng der Grösse //(1--2) in allen ihren Theilen Klargelegt, und es wird nur 
erübrigen, die Theilresultate zusammenzufassen und die numerischen Woerthe von 9 und (z,) einzuführen; für 
die letzteren sollen Regnault’s Bestimmungen als massgebend betrachtet werden. Derselbe findet als 
Gewicht eines Liters trockener Luft unter 0:76” Queeksilberdruck im 45. Parallel bei O° Temperatur аш 


Meeresnivean: 
(00) = 1'292743 Gramm, 


als Gewicht für einen Liter Queeksilber unter denselben Bedingungen: 


q = 15595 95 Gramm. 
Hieraus resultirt, den Meter als Einheit genommen: 


log| 0-16 | == 3.902711. 15) 
(20) 

Vereinigt man nun die Resultate aus den Gleichungen 9)*, 14) und 15), und übergeht wieder die 
unmerklieben Produete, die aus den zweiten Potenzen der kleinen Correetionsglieder entstehen, so erhält man 
sehliesslich:: 

log L = 7.098065 — 10 


Ae E КЛ = EE ра nn оси | 16) 
E = (1.112049 —10) cos 2 y (7: 222390—10) (1+ соз 2 ф) cos 24--(2:0981--10)0;. 


Durel diese Form erscheint die Ahtrenmung der Grösse 2 erklärt, indem /, als eonstanter Haupttheil anf- 
tritt, während & mit der Polhöhe, dem Azimnthe und der Meereshöhe des Beobaehtungsortes variabel erscheint; 
es ми] daher die Refraction, wenn aueh innerhalb sehr mässiger Grenzen von der Polhöhe, der Meereshöhe 
des Beobaehtnngsortes und dem Azimutlie abhängig sein. Der Coëtficient von 7,, wobei Л, die Meereshöhe т 
Metern darstellt, ist sehr klein und gibt eben nur merkliehes für sehr bedeutende Erhebungen, die kaum bei 


Öbservatorien in Betracht kommen. 
$. 4. Über die in der vorliegenden Refractionstheorie angenommene Constitution der Atmosphäre. 


Um den Factor: 
дени 


г 2 


der Gleichung 7) des dritten Absehnittes entwiekeln zu können, bedarf es der Kenntniss des Zusammenhanges 
zwischen ш und 7. In dieser Forderung Несі die Hauptsehwierigkeit der Theorie der Refraetion, und die von 


verschiedenen Autoren zu verschiedenen Zeiten aufgestellten genaueren Theorien unterscheiden sieh fast nur 
in Bezug auf die hierüber gemachten Annahmen, die jedoch in sehr differenter Weise sich den bekannten 
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Thatsachen anschliessen; die Unterschiede zwischen den gemachten Annahmen und den hiefür aus den Beob- 
achıtungen folgenden Resultaten sind oft ganz beträchtlich, doeh kann fast stets innerhalb der den Beobachtungen 
zugänglichen, nicht allzu grossen Zenithdistanzen die astronomische Refraction durch geeignete Bestimmung 
der dem Probleme zu Grunde gelegten Parameter sehr befriedigend dargestellt werden; denn wie schon oben 
bei der Eingangs versuchten näherungsweisen Integration bemerkt wurde, ist das dort gewonnene Resultat 
fast unabhängig von der Constitution der oberen Luftschichten, und wird sich dieser Umstand selbst fiir noch 
weiter gehende Entwicklungen in der Folge bestätigen; іп der That sind die Bessel’schen Annahmen über 
die Temperaturverhältnisse selbst in den unteren Lnftschichten ausserordentlich fehlerhaft, doch der strenge 
Anschluss der hieraus abgeleiteten Refractionstafeln an die Beobachtungen selbst. bis zu Zenithdistauzen von 
85° hat dieselben stets den gebührenden Platz behalten lassen, und es sind fast allein diese Tafeln bis anf die 
neneste Zeit in Gebrauch geblieben. Bei dieser Sachlage scheint es wohl zulässig, eine Untersuchung in dem 
Sinne Anrehzuführen, dass man die Temperaturverhältnisse in der Atmosphäre in eine analytische Form bringt, 
die sieh einerseits von den beobachteten Thatsachen nieht allzu weit entfernt, andererseits aber die grossen 
Complicationen, welche die Integration der Differentialgleichung der Refraction in den meisten Theorien bietet 
und den schliesslichen Rechnungsmechanismus sehwerfällig gestaltet, möglichst aus dem Wege räumt. Aller- 
dings wird zunächst die Aufgabe in der einfacheren Form behandelt werden, indem vorerst die durchsehnitt- 
lichen Temperaturverhältnisse in Betracht gezogen werden sollen; auf jene hauptsächlich in täglicher und in 
zweiter Linie in jährlicher Periode auftretenden Abweichungen von diesem Durchschuittsverhältnisse wird erst 
weiter unten eingegangen werden. 

Würde die Тештрегеінт der Luft in allen Пӧһеһ die gleiche sein, so könnte nach der bekannten Theorie 
der Gase die Berechnung der Dichte nnd des Brechungsindex der Luft in den verschiedenen Schichten mit hin- 
reichender Annäherung ausgeführt werden; da aber die Temperatur mit der Höhe im Allgemeinen abnimmt, 
und vorerst keine Möglichkeit vorhanden ist, diese Abnahme theoretisch zu erschliessen, so ist man genötligt, 
auf die unmittelbaren Beobachtungen zurückzugreifen nnd aus diesen in empirischer Weise die gesetzmässige 
Temperatnvertheilung zu ermitteln. Aber auch diesem letzteren Wege stellen sich beträchtliche Schwierig- 
keiten md Hindernisse entgegen; zunächst ist ans nur ein kleiner Bruchtheil der Atmosphäre zugänglich: «Пе 
grösste Erhehnng über die Erdoberfläche, welche Glaisher durch Ballonfahrten erreicht hat, beträgt etwa 
S bis 9 Kilometer, während man zufolge der Dämmerungserscheinungen die Höhe der Atmosphäre, so weit 
derselben eine merklich refleetirende, somit auch breehende Kraft zukommt, in minimaler Annahme anf 
100 Kilometer veranschlagen muss, und das Anflenchten der Sternschnuppen ant eine Ausdehnung von 
500 Kilometer Höhe nnd darüber hinweist; ferner hat man als brauchbares Material eigentlich nur die relativ 
spärlichen Resultate der Ballonfahrten zur Кесу ісіне, da die aus den Bergstationen мег abzuleitenden 
Zahlen bei relativ geringen Niveandifferenzen durch locale Störmngen und Bodenstrahlungen wohl allzu sehr 
beeinflusst sind. 

Es stellt sich nunmehr die Aufgabe, aus den chen erwähnten, durch die Ballonfahrten gelieferten Beob- 
achtungen das Gesetz über den Zusammenhang zwischen der Erhebung und der Temperatur abzuleiten; bei 
der Vielheit der mägliehen Formen tritt hier eine Unbestimmtheit auf, nämlich welche Wahl für den analyti- 
sehen Ausdruck zu treffen sei; gerade aber in diesem Punkte kann durch entsprechende Wall der zu Grunde 
gelegten Кипейов sehr förderliches geleistet werden. Im Allgemeinen ist man in den Naturwissenschatten 
geneigt, sobald man einer theoretischen Grundlage entbehrt, für solche unbekannte Functionen algebraische 
Formen vorauszusetzen, die nach Potenzen der einen Variabeln fortschreiten, um sieh bei der Anwendung auf 
wenige Anfangsglieder dieser Reihe zu beschränken. So nützlich іш Allgemeinen eine solche anf den Тау 
lor’schen Satz gegründete Entwicklung sein kann, so sehr muss man doch vor derselben warnen, besonders 
wenn durch die Natur des Problems die assyinptotische Annäherung an einen Grenzwerth erwartet werden 
darf, denn in diesen Fällen wird die eben besprochene Function bei der Mitnahme weniger Anfangsglieder 
keine genügenden Resultate liefern, daher der einpiriselen Bestimmung einer grossen Zahl von Parametern, 
deren Ermittlung in solchen Fällen mit der steigenden Anzahl an Unsicherheit zunimmt, bedürfen, um nur 
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halbwegs innerhalb eines weiteren Gebietes sich den Resultaten der Beobachtungen auzuschliessen. Es wird 
deshalb Чеш vorliegenden Zweck schr wenig entsprechen, wie dies so häufig geschieht, einen linearen 
Zusammenhang zwischen der Temperatur und der Erhebung anzunehmen, etwa in der Form: 


FE Бей, 


in welchem Ausdrucke, analog wie früher, 4, die Temperatur der untersten Luftschichte, von der aus die 
Höhe л, bei welcher die Temperatur £ stattfindet, gemessen wird, darstellt; а ist ein empirisch zu bestimmen- 
der Coöfficient, der so zu wählen ist, dass die in den verschiedenen Höben beobachteten Temperaturen mög- 
lichst gut dargestellt werden; für а wird stets ein negativer Werth gelunden werden. Wohl gelingt es mit Hilfe 
dieses Ausdruckes die Beobachtungen, wenigstens für nicht allzu bedentende Erhebungen, genügend darzn- 
stellen, man wird aber diese Form keineswegs als die richtige betrachten können; selbst für uns relativ leicht 
zugängliche Höhen zeigt sich mit grosser Bestimintleit, dass die Temperaturabnahme mit der Zunahme der 
Erhebung sich verlaugsaınt, dass also der Werth von а mit der Höhe abnimmt. Man hat daher dem obigen 
Ausdrucke ein weiteres Glied mit quadratischem Factor hinzugefügt und angenommen: 


t= бал bh’, 


in welchem Ausdrucke 0, durch die Beobachtungen bestimmt, stets einen positiven Werth erhält. Diese Form 
hat bereits die nöthige Schmiegsamkeit, um sich den Beobachtungen anzuschliessen, und es gelingt in der 
That dureh passende Wahl für die beiden Parameter и und b das vorgelegte Beobachtungsmaterial in genti- 
gender Weise darzustellen, so dass man kaum Veranlassung hätte, die eben bingeschriebene Form zn ver- 
lassen, wenn man Temperaturen innerhalb einer Erhebung von nur eimigen Kilometern in Betracht zieben 
wollte, Will man aber Schlüsse ziehen auf die Temperaturen in weit höheren Unftschichten, dann wird man 
von diesen Formeln abgehen müssen; wären nämlich diese Temperaturen bekannt, so Kömite man allenfalls 
durch weitere Hinzufügung ‚von mit Л, 13)... multiplieirten Gliedern wohl sich wieder den Beobachtungen in 
genügender Weise anschliessen, aber im vorliegenden Falle feblt das Шели notlıwendige Beobachtungsmate- 
rial und ist auch dessen Beschaffung kaum zu erwarten. Dass die zuletzt hngeschriebene Formel in der That 
für bedeutende Erbebungen ungenügend sein muss, lehrt die folgende Betrachtung: Ist а negativ und b posi- 
tiv, wie dies thatsächlich der Fall ist, so wird sich fir A ein positiver Werth angeben lassen, welcher der 
Gleichung: 
а-„9Ьһ = 0, 


genügt; für diesen Werth von 7 wird die Temperatur der benachbarten Luftschichten constant; für grössere 
Werthe von A wird dann die Temperatur mit der Erhebung zunehmen, und für den Werth von 7, der aus 
Gleichung: 
- «+01 == 0, 

folgt, wird ё gleich der Temperatur an der Erdoberfläche, Folgerungen, die wohl die gewählte Form für die 
höchsten Luttschiehten als unzulässig zurückweisen lassen. Anderseits kann man allerdings auch, wenn b 
genügend klein ist, leicht für é auf Temperaturen hingeführt werden, die den absoluten Nullpunkt erreichen; 
in der That führen zahlreiche Annahmen über die Constitution der Atmosphäre auf derartige Werthe, und man 
hat sich für dieselben entschlossen, an jene Stelle die Grenze der Atmosphäre zu setzen; dass eine derartige 
Grenzbestimmnung г die Höhe der Atmosphäre absolut keinen Werth hat, ја sogar eine solche numerisch 
falsche Angabe als schädlich bezeichnet werden muss, ist klar, denn einerseits gründet sich dieselbe auf falsche 
Annahmen über die Constitution der Atmosphäre und anderseits auf die Realität des absoluten Nullpunktes, 
dessen Existenz und Bestimmung theilweise auch auf die bereits gerügte Ansdelmung der für beschränkte 
Intervalle geltenden linearen Verhältnisse anf die Grenzfälle sich gründet. 

Wollen wir daher für die Tewperaturvertheilung in den höheren Schichten der Atmosphäre bessere An- 
haltspunkte haben, so müssen wir anf Formen Bedacht nehmen, die von diesen eben anseinandergesetzten 
Nachtheilen frei sind; die Analyse bietet uns deren in unendlieher Mannigfaltigkeit dar, und da die Theorie 
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die analytische Form uns zu liefern bislang versagt, so wird man auf Hypothesen iiber dieselben hingedrängt, 
deren Berechtigung oder Fehlerhaftigkeit a posteriori an den Beobachtungen geprüft werden muss. Ich habe 
meine Theorie der Refraction auf die Voraussetzung aufgebant, dass die «durehsehnittliche Temperaturänderung 
der Diehteänderung proportional sei; diese Annahme ist zwar nicht völlig grundlos, ! doch erscheint mir deren 
theoretische Begründung so zweifelhaft und unsicher, dass ich diese Voraussetzung vorerst nur als Hypothese 
aufgefasst schen möchte, deren Berechtigung allerdings durch die weiter folgenden Auseinandersetzungen, 
welche den nahen Anschluss ди die Beobachtungen erweisen, theilweise gereehttertigt erscheint. Diese Пуро- 
these setzt voraus, dass nur die mittleren Verhältnisse, wie dieselben bei heiterem, also für astronomische 
Beobachtungen geeignetem Пиле! stattfinden, dargestellt werden sollen und starke Störungen, wie dieselben 
г. В. bei Niederschlagsbillungen gewiss eintreten, nicht vorhanden seien. Kleidet man die eben aufgestellte 
Пурофеве in eine analytische Forin nnd bezeichnet mit £ die Temperatur, mit 2 die Luftdichte, so wird die- 
selbe Деби sein durch: 


BEER 1) 


in welchem Ausdrucke ғ сто Unbekannte darstellt, deren Werth zunächst зо zu bestimmen wäre, dass den 
Temperaturbeobaehtungen, welehe bei den Ballontahrten erhalten wurden, möglichst genügt wird. Integrirt 
man die Gleichung 1), so ergibt sich, mit С die Integrationsceonstante bezeichnend, zunächst: 


вар С, 2) 


Bezeichnet man mit &, und p, Ше diesbezüglichen für die unterste Luftsehiehte geltenden Werthe, so 
muss auch die Gleichung: 


Й 


bestehen; eliminirt тап ғ aus den Gleichungen 2) und 5), ко resultirt die Form: 


t= С++, 4) 


со 


in weleher Gleichung С so zu bestimmen wäre, dass den in verschiedenen Höhen beobachteten Temperaturen 
möglichst genügt wird. Dass diese Form der Wahrheit schr nahe kommen wird, kann sofort daraus 
erschlossen werden, dass J. Herschel and Mendelejew in empirischer Weise festgestellt haben, die Tem- 
peratur ändere sieh der Luftdrucksänderung sehr nahe proportional; diese letztere aber wird in den all- 
gemeinen Umrissen der Änderung der Dichte beiläufig proportional sein. Um zu zeigen, wie nahe sich die von 
mir aufgestellte Hypothese den vorhandenen Beobachtungen anschliesst, führe ich hier die Bestimmung des 
Werthes von С an, wie sich derselbe aus der Glaisher’schen Ballonfahırt am 5. September 1802 ergibt, bei 
welcher die enorme Höhe von 29.000 englischen Fussen erreicht wurde, und gebe die Vergleichung der Beob- 
achtungsresultate in den verschiedenen Höhen mit den Resultaten aus der obigen Formel. Setzt man 
C= —40°4 C. und & = 1192 C., so ergibt sich die folgende Tabelle, in welcher die angesetzten Beobach- 
tungszahlen aus Men«leleje w’s Abhandlung über Ше Temperatur in den höheren Luftsehichten entlehnt sind: 


1 Nach Abfassung dieses Mannscriptes bin ich zur Kenntniss gelangt, dass Dr. J. Maurer in dem Мм-Ней 1886 der 
weteorologischen Zeitschrift in eleganter Weise zeigt, unter welchen theoretischen Voraussetzungen man zu der von mir 
(„Über den Zusammenhang der Refraction mit der Temperatwrvertheilung in der Atmosphäre“, Beilage zum Ма-Ней 1556 
der meteorol, Zeitschrift) bereits publicirten, weiter unten zur Entwicklung kommenden Formel 4) gelangen kann; ich war 
übrigens auf gauz anderem Wege zu diesem Resultate geführt worden. 
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Beob. Luftdruck Беор. Temperatur Berechn. Temperatur Beob.—Rechn. 
"ms geg оне ne sn а 
97-5 engl. Zoll +11°5 Сеів. +11°2 Сеік. +0"5 

5 
250 5, geg о ои geg 3 — 0-0 
Дет и +29 5 Бы ын № —0-2 
20:0, о. Зе +0-3 
io pen _ Е y БЕСИ +01 
Бей ~ А - = -0-9 
igp = BE lo 0 


Man sieht daher, dass die Übereinstimmung zwischen der Beobachtung und der supponirten Hypothese 
сте schr befriedigende ist, und in der That geben verschiedene ähnliche Beobachtungsreihen Каши minder 
befriedigende Resultate, so lange nicht Wolkenschiehten oder Gebiete starker Niederschläge bei der Ballon- 
fahrt durchsetzt werden. Ich habe inı Mittel aus den von Gay-Lussac, Welsh und Glaisher erhaltenen 
Beobachtungen für C in verhältuissmässig guter Übereinstimmung den Werth —45° С. gefunden; Hann hat 
auf Grundlage der Mendelejew’schen Formeln auch für С ganz gut übereinstimmende Werthe ans den Resul- 
taten der Bergstationen erhalten, die aber doch tür С etwas niedrigere Werthe ergaben. Mit Rücksicht. auf den 
Umstand, dass bei den Ballonfahrten möglicherweise die niederen Temperaturen in dem Sinne beeinflusst sein 
können, dass dieselben etwas zu hoch gefunden werden, und auf die etwas niedereren Zahlen, die Hann 
gefunden hat, möchte ich für С den Werth: 


С = —50° Celsius, 
ansetzen. 

Es unterliegt daher keinem berechtigten Zweifel, dass dureh die aufgestellte Hypothese, solern man Ше 
in unmittelbarer Nähe der Erdoberfläche localen Störungen unterworfenen Temperaturverbältnisse ausser Acht 
lässt, für die ersten 10 Kilometer Höhe bei Abwesenheit von Niederschlagsschiehten ein sehr einfaches Gesetz 
der Temperaturvertbeilung in der Atmosphäre gefunden іні; da aber innerhalb dieser Grenzen wohl auch mit 
Пе der Formel: £—1,+ah+bh? ein eben so genüigender Anschluss erreicht werden kann, so fragt es sich 
пог, ob man nieht für die höheren Lufischiehten durch die obige Formel, ähnlich wie früher, auf mehr oder 
minder widersinnige Resultate geführt wird. 

Zunächst ist св offenbar, dass sieh die Temperatur ши der Erhebung stetig vermindere, und zwar in 
einem immer mehr und mehr verlangsamten Maasse; für den Grenzfall p: pa = Ө, weleher Werth bei der Atıno- 
spliärengrenze nahe erreicht sein wird, findet ich? = C, d. В. für die Grenze der Atmosphäre hätte man etw: 
die Temperatur — 50° С, anzunehmen, welche Temperatur wohl als zu hoch bezeichnet werden kann; doch 
schätzt Fourier — allerdings auf nieht völlig bindenden theoretischen Beobachtungen fussend — die Tenne- 
ratur des Weltraumes auf —50° bis — 60°, ein Werth, welcher sieh nicht sehr wesentlich von dem für C an- 
genommenen Werth unterscheidet. In Bezug auf die Temperatur des Weltraumes, wenn св gestattet ist, von 
einer solchen zu sprechen, haben wir durch die Beobachtnngen О. Frölich’s werthvolle Anhaltspunkte 
erhalten; derselbe hat dureh Strahlungsversuche mit einer berussten Fläche Resnitate erhalten, welche, зо 
lange man das Gebiet des nnmittelbar Beobachteten nicht verlässt, dahin formulirt werden können, dass der 
Himmel in der Nähe des Zeniths des Beobachtungsortes eine Strahlung zeige, welche einer schwarzen Fläche 
von etwa - 57° Temperatur gleiehkomme, einem Werthe, der zwar mit Fourier’s Angaben und mit Чеш für 
С getnndenen Werthe in erträglicher Übereinstimmung steht, wenngleich er wohl nur als oberer Grenzwerth 
betrachtet werden darf, und die Temperatur des Weltraumes wahrscheinlieh wesentlich niedriger, unter —100°, 
anzunehmen sein wird. Diese Betrachtungen lehren, dass zwar die durch die obige Formel für die Grenze der 
Atmosphäre gefundenen Temperatnrangaben zu hoch sein werden, aber nicht in so bedeutendem Maasse, dass 
man nicht innerhalb des Gebietes, in welchem die Atmosphäre eine für unsere Instrumente merklich bre- 
chende Kraft besitzt, den eben aufgestellten Ausdruck für dieTemperaturverhältnisse der höheren Luftsehichten 
als brauchbaren Näherungsausdruck betrachten dürfte, umsomehr, da für die grössten Zenithdistanzen selbst 
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sehr (fehlerhafte Annahmen über die Temperaturverhältnisse іш den oberen Luftschiehten auf den Betrag der 
Refraction fast ohne Einfluss кіші. 

Der Differentialausdrnck 1) und die daraus abgeleitete analytische Form 4) genügt also im grossen Gan- 
zen den bestehenden Verhältnissen, doch werden in demselben die bereits erwähnten Störungen in der Nähe 
des Erdbodens vorerst gar nicht berücksichtigt; ehe ich somit denselben der ferneren Rechnung zu Grunde 
lege, werde ich ihm eine solche Form geben, dass an seiner allgemeinen Giltigkeit nicht gezweifelt werden 
Капи, ко Juge шап annimmt, dass in der Atmosphäre kein labiles Gleichgewicht vorhanden ist, also stets 
die oberen Schichten weniger dicht als die unteren sind. 

Ich setze: 


“лт 
— 


` EE 
in welchem Ausdrucke unter dem Suimmenzeiehen Glieder zu verstehen sind, die ans dem Producte des näher 
zu bestimmenden Factors 4’ und einem Potenzausdrucke der Dichte р bestehen, dessen Exponent (s—1) wie 
der Factor 4 für die verschiedenen Glieder des Suimmcenausdruckes beliebige Werthe annehmen kann. Lässt 
man noch die Erweiterung gelten, dass sowohl Л als auch 2 Finetionen des atmosphärischen Zustandes und 
der Beobachtungslocalität seien, die überdies mit der Zeit veränderlich gedacht werden können, so wird man 
zugeben müssen, dass ein Ausdruck von der eben gewählten Form stets aufgestellt werden Капи, um den 
thatsächlichen Verhältnissen der Atmosphäre mit einer beliebigen Annäherung zu genügen. Inden: ich also 
diese Form meiner Theorie der Refraction zu Grunde lege, ist die mathematische Behandlung derselben eine 
allgemeine und kann unter der Einschränkung, dass die Summenglieder zusammengenommen klein seien, 
also eine Entwicklung nach steigenden Potenzen dieser letzteren auf convergente Ausdriicke führt, als gemein- 
same Grundlage für сте beliebige Annahme über die Constitution der Atmosphäre gelten. Die eben gemachte 
Kinschränkung ist aber für die Verhältnisse, wie sie die Erde bietet, völlig irrelevant, da die vorangegan- 
genen Betrachtungen lehren, dass das erste durch ғ dargestellte Glied in 5) den vorhandenen Verhältnissen 
der Hauptsache nach genügt, also in der That die Summenglieder nur Correetionsgrössen von geringem 
Betrage hinzufügen. Allerdings muss man sich aber gegenwärtig halten, dass damit nicht gesagt sein soll, 
dass Ше durch die folgende Theorie ermittelte Refraction mit einem beliebigen Grade der Annähernng 
erhalten werden könne, denn abgesehen von den Mängeln und Unsicherheiten, die in der Differentialglei- 
сінше für die Refraction selbst bestehen, und anf welche bereits oben hingewiesen wurde, fehlt uns eben bei 
der unvollkommenen Kenntniss der Temperaturverhältnisse in der Atmosphäre die Möglichkeit, die verschie- 
denen 4’ und о Grössen mit dem nöthigen Grade von Sicherheit zu bestimmen. 


Die Integration der Gleichung 5) gibt: 
2 
t= ETA 
б 


Die Integrationseonstante С bestimmt sich wie oben; für р = zu muss Ё = Ку werden, wenn mit py nnd 4, 


Ше аш Beobachtnngsorte stattfindende Dichte und Temperatur bezeielmet werden soll; es ist also auch: 


Kliminirt man wieder wie früher = und setzt der Kürze halber: 
[4 
к= =. 
SE 2) 
welcher Coöftieient für ein gegebenes Glied des Swnmenausdruckes fir einen speeiellen Fall als bekannt 


vorausgesetzt werden kann, пай führt wie oben a durch: 


dë E 


Po 
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cin, so findet man leicht den gesuchten Ausdruck: 
t = (tyle OHE La, 6) 


Nach den gemachten Bemerkungen unterliegt es keinem Zweifel, dass die Allgemeinheit dieses Ans- 
druckes nichts zu wünschen übrig Ше. Über die Bedeutung der verschiedenen / und т Grössen soll vorerst 
nichts Näheres bestimmt werden, indem erst nach Vergleichung der Theorie der Refraction mit den Веор- 
achtungen in Verbindung mit anderweitig feststehenden meteorologischen Thatsachen die Hilfsmittel angc- 
geben werden können, von Fall zu Fall auf die Bestimmung der numerischen Werthe einzugehen. Die beiden 
ersten Glieder der obigen Gleichung sind mit dem früher gefundenen Ausdruck identisch; wir wissen schon, 
dass С sehr nahe dem Мече —50° der Celsiusscala gleiehkommt, und es ist klar, dass allfällige Fehler 
in diesen Annahmen dureh geeignete Bestimmung in den Summengliedern unschädlich gemacht werden 
können. 

Man kann пап daran gchen, den Zusammenhang zwischen s und г, welcher durch die Ditlerentialglei- 
chung 7) des Abschnittes 3 (pag. 5) gegeben ist, vollständig der hier gewählten Form für die Constitution der 
Atmosphäre entsprechend zu entwickeln. 

Zunächst findet sich: 


zl tat) = «т Ob т Cw mE k(t — r’). 
Differentiirt man diesen Ausdruck nach æ und dividirt nachher durch w, so erhält man: 


2 9 

Ze, = (14+mC) = (к — O) д-т (9-8 9х, 
und wenn man abkürzend setzt: 

L(+) (1+ m0) = В 

21,(1+-5) (t — С)т= В 7) 
т. (1+8) = А, 
erhält die Gleichung 7) des dritten Abschnittes die Gestalt: 
— 8; = В ВИ аби ге 1j — 2] ðr, 
г 


“ 


deren Integral sich aber leicht finden lässt, nämlich: 


a fal А 
—s = B log nat гара 2 |. 


7 
Die Integrationsconstante J muss offenbar so bestimmt werden, dass für с = 1, also die Dichte an der 
Erdoberfläche s = О wird, also ist anch: 


1 
v= пере 





—2|+/ 
Die Subtraction dieses Ausdruckes von dem obigen Integrationsresultat ergibt daher: 


со 








—1 24-1 
s = — B log ам pt BU АХЛ E = - а) 


womit der letzte die Integration der Difterentialgleichnng der Refraction vorbereitende Schritt ausgeführt 
erscheint. Man wird zu beachten haben, dass das letzte Glied die Correetionsglieder, welche die oben anf- 
gestellte Annahme über die Constitution der Atmosphäre bedarf, enthält; ich will dieselben kurz mit P 
bezeichnen und daher schreiben: 





— Ir A 





p= a = ] 


Е 


s = —Blognat г 1—ж—Р, | 
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welcher Ausdruck für s in die Differentialgleiehung der Refraction [Gleichung 5) des ersten Absehnittes] 
eingeführt, den rechts vom Gleichheitszeiehen stehenden Ausdruck nur von der einzigen Variabeln г abhängig 
macht. Die Integration der vorgelegten Differentialgleichung, welche schon die Form einer Опайтани hat, 
stösst aber auf mannigfaltige Schwierigkeiten, es sollen daher in dem folgenden Abschnitte einige Reduetions- 
formeln für die auftretenden Integrale zunächst in Betracht gezogen werden, um daun die ferneren Entwiek- 
lungen möglichst einfach zn gestalten. 


8. 5. Formeln zur Reduction der auftretenden Integrale auf Eutwicklung einiger Gamma- 
funetionen. 


Die in den nachfolgenden Entwieklangen zur Behandlung kommenden bestimmten Integrale lassen sieh 
auf die Form: 
асо 


ya ду 1) 
о (со гали 


л 


»nrückführen, in weleher ги nnd » ganze positive Zahlen vorstellen, е die Basis der natürliehen Logarithnien 
bedeutet, nnd x beliebige ganze oder gebrochene Меге annehmen kann, Die Transformation dieser Form 
auf Gammafnnetionen soll die nächste Aufgabe sein. 

Znerst soll der Fall erledigt werden, wenn m nnd » die Werthe O annehmen. Setzt man: 


_ totg? ә 
ne 
und führt die neue Variable Е ein dureh: 
п cotg 2? Фи В y = 2B' t \ 
mm = пу | 
y { > 8) 
2; | 
a == <= 
Y и” ) 


so wird man unter den gemachten Voraussetzungen über m инд » aus 1) ohne Sehwierigkeit erhalten: 


CS Fr со 
| zu 9 = 2 nga е-"% 4) 
= 5 5 07 я 5 
„ (еоњ 2? + 2 vs nB а 


М = 
wodureh die Integration des speeiellen Falles der obigen Formel 1) ши Hilfe der nnvollständigen Gamma- 
funetionen erreicht ist. Da für diese letztere llilistafeln bestehen, so kann die Aufgabe als gelöst betrachtet 
werden; setzt man der Kürze halber: 


со 
е Фев ЧИ 5) 

КОА 

so kann man auch statt 4) schreiben: 
CH 
--ну бу RE || а с. е-"ду б) 
-----+--+ En). 
“(есік 2 +1) vB J (уни) 5 = m T 27. 


Es stellt sich nun die Aufgabe, die allgemeine Formel 1) anf die specielle 4) dureh geeignete Reductions- 
formeln zurückzuführen. Vor Allem wird man schreiben dürfen: 
со со 
MORE ду _ 2 к 
шр = +, zei 
o (eotg 27 yy з (287): бо (0+0) 


=л 
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Differentiirt man den Ausdruck: 


(Шен ща ТО 








CER 
nach y, so erhält man leicht: 
z y’ т они Sn] ра ао ту ест (та Uu 6—9 у 
ee Ee EE 8) 
(gu E DE y (ИН) E 


multiplieirt man in den beiden letzten Gliedern Zähler and Nenner mit (24) und vereinigt alles Zusammen- 
gehörige, so findet. sich zunächst: 











путе-"9у и пое í E | а) ШШЕ || А Йй (т 20722") 
И Еп o ie Fe ng? = > реа =, 9+ a: 
Из une Gen (ра то 
integrirt man guter Berücksichtigung der Grenzen, so findet sich sofort die wichtige Relation: 
со со 5 со 
учества 24 (Р спе лыга” О) 7 Kë Ze "ду 
| РЕ == в Em | ВАТ к ж петел И 9) 
ТОЛЕ lg EE а 


durch welehe man in die Lage gesetzt ist, die Potenzen von y im Zähler herabzumindern, ohne den Expo- 
nenten des Nenners zu ändern. Die wiederholte Anwendung von 9) muss demnach unter den gemachten 
Voranssetzungen Integrale von der einfacheren Form: 


со 
e "бу 
Фи 
о (Ру) = 





10) 


finden lassen. Eine Ansnahme jedoch wird der Fall » = 1 bedingen, der in der Reductionsformel auf eine 
Unbestimmtheit hinführen würde. Setzt man in der Gleichung 8) aber (о — 1) der Null gleich und integrirt 
nachher, so findet sich sofort für den erwähnten Ansnahmefall (и = 1): 











wen 1 2 em 

уе" dy _ 2. 2"— | em äu 1r 
SEL? +7 ) чүс ) 
a (02у) ғ о (иу) 2 


Mit Rücksicht auf die Resultate der Gleichungen 9) und 11) bedarf demnach nur е Form 10) allein 
weiterer Reduetionen, um die Form 1) anf Gammafnnetionen zurückzuführen. Kehrt man zu Gleiehung 8) 
zurück und setzt in derselben 202—1 = 0, so erhält man: 

















N ( 2 ) са 2н е ду 
at "kän D 3 Sie 2—1} 
(aal? Ау = (ву) з 
integrirt man nun nnd setzt die Grenzen ein, во findet sich: 
со со 
ЛЛ 2 а е" 01 
a Е DEE ` т 12) 
2 Уш (2-1 Фи- SE 
о (0-0) 3 од ша 


womit die Möglichkeit geboten ist, durch fortgesetzte Anwendnng dieser Reduetionsforinel den Exponenten 
des Nenners anf die einfache Quadratwurzel zurückzuführen nnd Шеті die in 6) anf Gammafnnetionen redu- 
сігіс Копа zu erreichen. Mit Hilfe der Formeln 9), 11) und 12) hat also die Reduction der Integrale von der 
Form 1) anf unvollständige Gammafunetionen, deren numerische Werthe tabulirt sind, keine weiteren 
Sehwierigkeiten. Hilfstafeln dieser Art sind mehrfach veröffentlicht, auf 10 Stellen berechnet findet sick eine 
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solche als Tafel X im IL. Bande meines „Lehrbuches zur Bahnbestimmung der Kometen und Planeten“; 


; dic- 
selbe gibt den numerischen Wertli des Integrals 


т 


fe 


0 


mit dem Argumente T; um diese Tafel auf den vorliegenden Fall anwenden zu können, erinnere шап sich, dass: 


ac, 


„ 


Гета М Јоци 
о 


T 


ist, es wird also: 


Wiewohl also das Problem für den vorliegenden Zweck allseitig gelöst erscheint, so sollen doch noch 
einige Entwicklnngen vorgenommen werden, welche die später noch auszuführenden meine Reductionen 
wesentlich erleiehtern. 

Wendet man nämlich die Rednetionsformel 12) so lange an, bis der Exponent des Nenners anf den 
Werth 1/, herabgedrückt erscheint, so erhält man mit Rücksicht auf die Gleichmig 6) (pag. 15): 

9 2 ; оа Ст 
спа, r 9r- Б] 
mo) OEL EEE ИТ же +. 13) 


S SEH lb Ee (2,-1)(2ғ--3)...3.1 


Ist nun die Form: 
ea] — e- EES 
"EE 
ЖЕ ка 
vorgelegt, wo р eine beliebige ganze positive Zahl vorstellt, so wird sich auch diese Form leicht auf bereits 
bekaunte Formen zurückführen lassen, wenn man den Potenzausdruck entwickelt. Sehreibt man die hiebei 
aufiretenden Binomialeoöffieienten in der bekannten Weise, so erhält man: 


хо a =; 100 - en а 
И Geh ОСЕ а ор 

21 = rl -(). Шер Fu 
о (ду)? o (y?y) 2 o (y?y) 2 


со „со 
ылы № стуу | Be еду 
о 12.4) EE 


o (Ру) 2 ig ni? 


Wendet man die in 13) angezeigte Reduction auf alle diese Integrale an, so erhält man, da ғ für alle in 
Betracht kommenden Integrale gleich ist, dureh die diesbezügliche Entwicklung еше gleiehe Anzahl von 
Gliedern, bei denen überdies die Nenner und bezügliehen Potenzen von 2 für die analogen Glieder in den 
Zählern gemeinsam sind, da jene von и und p unabhängig erscheinen. Summirt man nun alle analogen Glic- 
Чет (die den gleiehen Faetor haben) und bezeichnet, um allgemein vorgehen zu können, die Zähler, die den 
verschiedenen Reihen von 13) angehören, der Reihe nach mit Ay, Ay А,. 
druck des Zählers zu einem gemeinsamen Nenner die Form : 


А = л ув or % Т 


erhalten, welcher Ausdruck niehts anderes ist, als der allgemeine Ausdruck für die Anfangsglieder der pten 
Differenz der durch A,, А,, 4,... gebildeten Reihe. Gehört пип die Werthreihe A,, Ay, Аҙ... 
metischen Reihe mter Ordnung an, so wird der Ausdruck 14) stets so lange der Null gleiehbleiben müssen, во 


., ко wird im Mena als Aus- 


einer arith- 


Denkschriflen der mathem.-naturw. СІ. ШП. Bd. 3 
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lange p > m ist, da ја für eine arithmetische Reihe mter Ordnnng die (m+1)te und die folgenden Differenz- 
reihen der Null gleich sein missen. Nun gehören in den von der Gammafunetion freien Gliedern in 13) die 
für die verschiedenen » geltenden Zähler bis zum vorletzten Glede inclusive nur einer arithmetischen Reihe 


(r—N)ter Ordnung zu; man kann daher behaupten, dass die Relation gilt: 


PER 
со es Ze го 5) 
е" (|--е-”гду 4: (-1) It ГА = ПА мы! ША” = 1 
о сш 160)” ао (Он 1) Warn (p+ Faso.: 


o (tyy 
In der Folge spielt der specielle Fall » =1, p=r die wiehtigste Rolle; specialisirt man dem entspre- 


chend die Formel 15) und führt statt g? den Ansdruck nach 2) ein, so findet sich 


2 


Да Е M Ж 

е(1--е-”)8у СО МВ g лот Mann 16) 
АНИ А ha ТРЕ. Въ 1. 
Ge 1.3.5... 218" 0 OPT чо (RT чь. | 


(сок 2? +2B' y) = 


Schliesslich führe ich einige der bekannten Reihenansdrücke, die unter Umständen bei der Entwicklung 
der Gammafunetionen von Nutzen sind, hier kurz an: 


T 


TS ШЕРІ 1 ТШ 

се бү о жеде ш шша шту ы V 
|- (рев И! ср я 17) 

0 

со 

Сш 1 IPS Л 8355) 

ор — 4 5 перат — зов КО 18 
f: = IT a 37% + (утту GT t $ ) 


Тр 


letztere Reihe gehört in die Kategorie der halbeonvergenten Reihen. 


$. 6. Entwicklung des Hauptgliedes der Refraction. 


Die sehon im 8. 2 angeführte Differentialgleiehung für die Refraction lautet: 


a(1—s)siu 206 1) 
(Mail url {сов 2?— 2a (1—0) (25—82) sin 2 НИ ` 





0/ = 

In dieser Differentialgleichung ist nun für s die in $. 4 dargestellte Relation 8) (раз. 14) einzuführen, hie- 
«агер ist reehter Hand vom Gleiehheitszeichen alles durch Fimetionen der einen Variablen w ausgedrückt; 
integrirt man demnach den Ausdruck nach г und setzt die Grenzen O und 1 cin, so ist der Ausdruck für die 
Refraction gefunden. Die Integration wirde indessen bei der eben hingeschrichenen Form auf einige 
Schwierigkeiten stossen, die aber wesentlich vermindert werden können, wenn man einige kleine Glieder 
ablöst, die im Endresultate wenig ausmachen und schliesslich als Zusatzglieder in Rechnung gebracht werden 





können. 
Vorerst kann man schreiben: 
2 DER 
« nd « & (1—24) НЕ, э) 
1-241-«) l—« (1— а) 4 


wobei man mit den angesetzten Gliedern der Reihe ausreicht, da der numerische Werth von 2: (1—2, die 
„Constante der Refraction“, klein ist und den Werth einer Bogenminute unter mittleren Temperatnrverhält- 


nissen nicht erreicht, 
Weiter wird man beachten, da s nothwendig innerhalb der merklich dichten Luftschichten klein sein 


muss, dass man, ohne mehr als Grössen dritter Ordnung von s zu vernachlässigen, sehreiben kann: 
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(1—s}sin 2 N ніп 2 С 
{соз 22a 1.2) +(2>—s?)sin 24/) (соя sat lit 25 sin 25; 
өзіне 
ща 2 ОЕ Ar 
\соѕ 2? —22(1—r) +25 sin 2, 3) 


}соз 2?— 22 (1—2) 25 sin 223), 


rs sinz? | 
/ 


Es wird sich später herausstellen, dass die letzten beiden Glieder in Bezug аці s, wenn соз 2 = О wird 
(Horizontalrefraetion), und der Einfluss der untersten Luftsehiehten auf die Refration bereelmet werden soll 
[also (1— x) nahe gleich O ist], gleicher Ordunng sind, aber nur wenig merkbares hinzufügen; man kann 
daher die Glieder der nächst höheren Ordnung unbedenklich fortlassen. Vereinigt man die Resultate ans 2) 
und 3) und übergeht, wie dies gestattet ist, die Prodnete der kleinen Zusatzglieder ineinander, so erhält man 
statt 1) die Relation: 











ди = Ik нар +31. 91, 4) 
wobei gesetzt ist: 
х sin 20. 
дар == EE EE 
== feos 22—929(1— а) + зіне а 
т 239. 
И = d sin 295 
z 1--а (гов2? 2а(1--2) + 2дзвш >? 
: 5) 
эВ — Ж s sin 20,0 
а Три poe 91 г) ssn h 
4 ү 1—2.r) sin 29.2 
1— 2) |сов27--22(1--г)-к2ввіп 241/5 


Die letzten beiden Glieder geben für sehr grosse Zenithdistanzen mehrere Zelntheile der Bogenseeunden, 
dk, beeinflusst die Refraction bei grossen Zenitlidistanzen ebenfalls nm einige Zehntel der Bogenscennde und 
nimmt zudem mit der Verminderung der Zenithdistanz nieht schnell ab, so dass sein Einfluss bei 70° noch 
079 beträgt. Dieses Glied ist bisher bei den meisten Theorien der Refraction völlig übersehen worden, indem 
man glanbte, dasselbe werde nur für die grössten Zenithdistanzen merkbar пий verschwinde rasch mit der 
Abnahme derselben. Іп Nr. 2186, Bd. 92 der „Astron, Nachr.“ habe ieh schon cine diesbezügliche Note 
gegeben. 

Das erste Glied bildet den wesentlichen Theil der Refraction, und soll dessen Integration zuerst vor- 
genommen werden. Setzt man in 90, für s die Gleichung 8) 8. 4, so erhält man: 


x dr 


ah = — >  _—. 
Е сос 2?— 2B log nat г-н? (1--2)--2 PP’ 


6) 


wobei abkürzend gesetzt ist: 


2 





sin 27 


Das Glied P wird nothwendig klein, Ча das Gesetz der Temperaturabnahme in den Luftschichten im 
Allgemeinen dureh die angenommene Form sehr nahe dargestellt wird. Kntwiekelt man daher den Aus- 
druck 6) nach Potenzen dieser Grösse, so findet sich leicht: 

ak, = IR Hola" ..., 
KÉ 
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wobei gesetzt ist: 





ok — Er Di ` 
IT 1—а feotgz?—?2B log nate + 2) (1--г) 
Где | 
ОПТ с ШИИ" о ы 
gé 1— {605 2—0 В опаа 27 (1—2) S 
др”! Sa е: 2 Ba ду \ 


Гра feotg 25-90 log нари +9 Ir 


Die grosse Unsicherheit, die den Werthen von P anhaftet, wird die Entwicklung des Gliedes «A kanm 
mehr nöthig erscheinen lassen; man wird sich daher später mit Vortheil auf das Glied dR” beschränken 
dürfen, d. h. man berücksichtigt nnr die ersten Potenzen der Änderungen der Constitution der Atmosphäre 
gegen die in dieser Abhandlung gemachte Annahme; es hat aber die Integration der vernaehlässigten Glieder 
nach den in dieser AbhandInng als massgebend angenommenen Prineipien keine Schwierigkeit, so dass die 
theoretische Bestimmung der Refraetion mit einem beliebigen Grade der Annäherung durchgeführt werden 
Капи, wenn nur die in P auftretenden Coöffieienten gegeben sind. 

Das Glied А’, nenne ich das Hauptglied der Refraction, und die Шейіт erforderliche Integration bildet die 
Aufgabe dieses Abschnittes. Um пип ðX? anf integrable Formen zurückzuführen, kann man eine nene Variable 
einführen, die bestimmt erscheint dureh: 


== (2-72 
log nat --у 9) 
ду = —е "ду, 
und erhält zunächst: 
& еу 


ДИ =- ол 
1--а }eotg 27--2Ву-9У(1--е 9”) / 


10) 

Die Behandlung dieses Ausdruckes 10) ist aber mit Hilfe der im vorangeheuden Paragraphen gegebenen 
EntwiekInngen leicht genug auszuführen, wenn y im Verbältniss zu В eine kleine Grösse ist, weil dann eine 
Entwicklung nach den Potenzen von у: В ausgeführt, auf integrable Formen hinführt. In der That sind die 
Verhältnisse in unserer Athmosphäre so besehaften, dass diese Form der Entwicklung mit Vortheil angewendet 
werden könnte, doch wird, wie man sich leicht üiberzengen kamm, für hohe Temperaturen die Convergenz 
eine sehr langsame, nnd man muss wohl für grosse Zenithdistanzen bis zur sechsten Potenz dieses kleinen 
Moduls vorschreiten, um eine genügende Annäherung zu erhalten, Eine einfache Transformation des Nenners 
wird aber die Convergenz wesentliel verbessern. Setzt man: 


BIS Ву. 11) 


so ist f vorerst ein willkürlicher, aber eonstanter Factor; aus Gründen, die später klar hervortreten werden, 
nehme ich: 


f= 22-1) =234271 12) 
an und erhalte so: 
сој 22--2Бу--2У(1-е-?) = со 22B y+ 2y 1—e— fy). 
Führt man diesen Ausdruek in den Nenner von 10) ein пий entwickelt nach Potenzen von (1—е—”—/у) 


und zeigt die erforderlichen Integrationen an, so wird, indem man die Grenzen der obigen Substitution 9) 
entsprechend bestimmt: 


= 8 | леу 1.3 „(а ptem 
neien, Lä Then T 
= 1—a U (со 2% +2 Ву)", Ў (eutg 22-2 В" ау) 5/5 trg’ (cotg #*-„2Б' ууу» SR 


о ` 0 0 
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mit welehen Gliedern man ausreicht, wenn man die Horizontalrelraction, so weit es das Hauptglied betrifft, 
bei nicht allanhohen Temperaturen auf 071 theoretisch erhalten will. Тер werde diese drei Glieder der Reihe 
nach mit J, ZI und HI bezeichnen, so dass 


П? ee е 
=т= (1+ + П 


ist, und die Integration dieser einzelnen Glieder vornehmen. 
Für Г findet sich nach Formel 6) 8. 5 sotort: 


1 = ТЕП 


oder, indem man setzt: - 
Шар а 
Ра) = Ф, 


[== vo Фф. | 1 


Der Logaritlmmns von Ф, findet sieb in der Tafel 1 mit dem Argumeute: 


cotg z 
I= am’ 
tabulirt; die Berechnung bietet keine Schwierigkeit, denn nach Formel 5) 8, 5 (pag. 15) ist: 
со 
db, == el EE 


4 
g wird für Zenithdistanzen, die grösser als 90° sind, negativ; um demnach anch diese berechnen zu können, 
ist fiir die untere Grenze von g der Werth —0-5 angesetzt. Ош der Tafel die möglichste Bequemlichkeit und 
Kürze zn geben, ist у als Argument zwischen den Grenzen —0:5 und +10 angenommen, für die weiteren 
Werthe von g gilt als Argnment log у zwischen den Grenzen O und 1:0. Die Grenzen weiter anszudehnen 
erschien überflüssig, weil die Bestimmung der Refraction in jenen Fällen, wo „>10 wird, bequemer mach 
anderen Formeln vorgenommen werden kann, die später betrachtet werden sollen. Zum Schlusse finden sich 
die Ergänzungstafeln für die Argumente —0-6 bis —0:5, um auch die Refraetionsbeträge für Zenitbdistunzen, 
die wesentlich grösser als 90° sind, berechnen zn können. 


Für ПІ findet sieh: 
оо. ) я со 
(1 ее "а! erch) 
к = 


„ (есің 2%--217у) (сое 9 Ву) ` 
0 x 


—/I 





Die Formel 16) $. 5 gibt aber für den ersten Theil sofort: 


со у — 
(Ло ре 277 } 
/ | (tg 2 ута үр Рос Yo 


0 


Für den zweiten Theil erhält man ohne Schwierigkeit nach 11) und 13) 8. 5: 


ез — 
| m ЕТЕНЕ 41 
Е ЕЕ ЕЕ со Pacari A 4 == р 
if (2 В'у% | (of tur ҮНІ \ В! y SS Ж) и 5 | 
Setzt man also: 
1 4 | | 
ШЕ (+ 2) у= Е т 15) 


so lässt sich log Ф, mit dem Argumente: 
со 
7 Е. 
(/97) 
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tabuliren, und diese Werthe sind neben jenen von log Ф,, welehe beide dasselbe Argument haben, in die 
Tafel I aufgenommen. Über die Wertlie und die Grenzen des Argummentes y gelten die früher gemachten Be- 
merkungen. Es ist jetzt ersichtlich, wesshalb oben f der Werth Ay a= zugeschrieben wurde, denn für die 
Grenze у = 0 (2 = 90°) ist We = Wa und es wird ®, für die Horizontalrefraetion der Null gleich und 
erreicht daher für andere Zenithdistanzen nur sehr mässige Werthe, so dass dem ersten mit Hilfe von Ф, 
berechneten Gliede selbst bei grossen Zenithdistanzen nur wenige Bogenseeunden zuznlegen sind. Anf dieser 
Wahl für f beruht der Näherungsausdrnek, den ich in Nr. 2135 Bd. 89 der „Astron. Nachr.“ publieirt habe, In 
der That vernachlässigt man dureh diesen Ausdruck in allen Zenithdistanzen nur ganz geringe Grössen, die 
durch die Beobachtungen kaum mit Sicherheit verbürgt werden können; die Variation von y mit der Zenith- 
distanz ist in grossen Zenithdistanzen (sin 2 nabe gleich 1) sehr gering, da gesetzt wurde: 


für kleine Zenithdistanzen wird aber der Einfluss von y auf die Refraction fasst ganz ішегі ей. Das zweite 
und dritte der Hauptglieder der Refraction gibt nur für scht grosse Zenithdistanzen, für welche sin 2 nahe der 
Einheit gleich ist, merkliche еме, Das zweite Glied erscheint mit y das dritte mit y? multiplicirt; für grosse 
Zenithdistanzen wird aber y керг nahe der Null gleich, wenn В = « ist. Da indessen а von der Temperatur 
und dem Barometerstand abhängig ist, so wird bei geeigneter Wahl für die Barometer- und Thermometerstände 
diese Gleichheit stets bewirkt werden können. In diesem Falle der Gleichheit ist die in Nr. 2135 der “Astron. 
Nachr.“ publieirte einfache Form der Refraction nahezn völlig streng; es wird nach derselben der bezeichnete 
Fall eintreten bei —12° Celsius und einem Barometerstande von 760%”, Bei höheren Temperaturen sind die 
Abweichungen etwas merkbarer, bleiben aber selbst für sehr grosse Zenithdistanzen nur auf sehr mässige 
Woerthe beschränkt, so dass in der That, wenn es nicht auf die grösste Genauigkeit ankommt, die Refraction 
durch eine unvollständige Gammafunetion allein dargesellt werden kann. 

Nach diesen Bemerkungen über den bezeichneten Näherungsausdruck kehre ich zu der Gleichung 15) 
zurück; dieselbe gibt für die Bestimmung von ZZ den Werth: 


ғ.) „ССА а 
ша \ EM 16) 


Die Reduetion von ЛТ gestaltet sich etwas weitlänfiger, doch ist die Ermittlung nicht schwierig und die 
Berechnung mittelst einer Hiltstafel selır leicht. Es ist: 


me a аи | СЗЗ әр шас 2 1. 
Э кубе = ме шш, 


Die Anwendung der Formel 15) $. 5 gibt sofort für das erste Integral: 
со 


и 0—0 3 : 5 Г 
И р, аат а | г. 
2 “fa о 
Лао иа 


Für das zweite Integral erhält man unter Benützung der Formeln 11) und 13) 8.5: 


D 


„СО со 
—y —3 и 93 d Е 
Ус ШЕ ыы u +1, За SEA (а EE . 15) 
5) р 5 > ) > 4 

SE, A in (Pr)? Zu = 


0 
Für das dritte Integral gibt die Formel 9) 8. 5 sofort: 


9, 200 А 
Шен № | уе "dY ја ја е "ду 
| ИУ т ( Е 2). С 7.2 EN 


о 9 о 
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und mit Benützung von 11) und 15) 5.5 folgt: 


oo 

дету 93 3 э 

ИТ О 9 3 S 
| олыс, 19) 
И 


4 E 
Vereinigt man die Resultate aus 17), 18) nnd 19) und setzt: 


es 3 GE 5 
Фр == 513 Ар - 92 (АТИ 2) + > СЕЧИ ВЕ 26.) [> чи Ste 


—_^ 


20) 


E 5 g? as 3 2 а 
+ зл хт 


— 


so wird: 
ый “су 
ш-(У) МЕКИ 


wobei log Ф, mit dem Argumente у ans der Tafel I entlehnt werden kann. Dieses Glied ist selon so klein, 
dass man dasselbe fast ohne Nachtheil hätte ganz übergehen können, indem св für die Horizontalrefraetion bei 
mittleren Verhältnissen den Werth von beiläufig 1” erreicht. 

Als das Resultat der Integration des Hanptgliedes der Refraction ergibt sich somit der Ausdruck : 


a 5. 7 уа? 
In; у, (В) d}. 21) 


Die Werthe von log Ф, log Ф, und log®, sind, wie bemerkt, in der Tafel I vereinigt nnd mit dem 
Argumente g oder log у zu entlehnen; у wird bestimmt durch: 





сос z 
= RR 


Die Rechnung der Refraction wird durch die angeführten Formeln und mit Benützung der Tafel I 
derartig einfach, dass sie in wenigen Minuten beendet werden kann. Zu der Tafel 1 habe ich hinzuzn- 
fügen, dass dieselbe von den Herren Anton und Schram sorgfältig berechnet wurde, so dass die letzten 
Stellen selten um mehr als eine Einheit fehlerhaft sein dürften; um die Interpolation des Метев Ф, in der 
Nähe des Nullwertlies der Grenze у einfach zu gestalten, ist zu Tafel] 1 an der entsprechenden Stelle neben 
den Werthen von log Ф, zusätzlich noch der Werth von Ф, selbst angefügt. 

Ich will die Berechnung des Hauptgliedes der Refraction durch ein Beispiel erläutern. Es sei ein Zustand 
der Atmosphäre angenommen, welcher bedingt, dass: 

ш В == (-018958--10 
log В = 6:70766— 10 
log o = 0:45008—10, 


wird; die scheinbare Zenithdistanz sei 80920” nnd dafür die Refraction zu bestimmen. Es findet sich sonach; 


у= Ben Пову = 0°35884—10, 
also : І 
В = Въ, log / = 7:09122—10, ее 09 20201 
und: 
y=—0:11712, 








denmach wird, wenn man: 


Е /» 
о Ve --. 1.9151 
Te 0-7” z 
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ansetzt (der Division mit are 1” entsprechend wird die Refraction in Bogenseeunden erhalten), und wenn 
weiters: 


-aA 
En 
(4) = (4), 
(А) = (A) 7, 


geschrieben wird, sieht die vollständige Reelmung des Hauptgliedes der Refraction, wie folgt, gestalten: 


bey: В) = 26012 
log(A,) = 3:36953 


Jos db, = 0:00718 (Tafel Г Are, 9) 
log (4,) = 2-6366 
ЮФ = 8,4612 ( „ „ , ans Сомшше Ф,) 
ЕВ 
= ИЕ ppp) 

(409, = +2880" 72 

(А)Фу---- 12:58 

(АФ, =+ 135 

I = See 


$. 7. Integration der Correctionsglieder. 


Der vorstehende Paragraph enthält die Bestimmung des НапјкеНеде5 der Refraction, die anderen Glieder 
wit Annahme von В, fügen wenig Merkbares zu nnd dies nur in jenen Fällen, wenn die Zenithdistanzen 
sehr gross werden; ich werde dieselben der Reihe nach vornehmen. Übergeht man die Producte von P in die 
Glieder /,, А, und Да, was wegen der Kleinheit dieser Glieder (die meisten Kefractionstbeorien beschäftigen 
sich gar nieht mit der Entwicklung derselben) gestattet ist, so hat man für з in den Ausdrücken 5) $. 6 zu 
setzen: 

s = —B log nat c+-P(l—r), 
uad es wird: 
a ` B*(log nat.r)?—2BB(1—r) log nat r+ В* (1—2) e 


el, = ie - 
" an= (eotg 2®-„2у[1——ж|-—29В log nat 2) 


2 


oder dureh Einführung der Variablen у nach 9) $. 6 


ЕЕ та Ву --2ВВу(1—е дави) "ду 
2 2(1—) feotg 2+2By+27(1 ЕЛЕР =: 
Setzt man nnn wie früher m 11) 5. 6: 
В = В+у, 
wobei f derselbe numerische Werth wie früher zukommt, so nimmt der Nenner des obigen Ausdruckes die 
Gestalt an: 
{сох 2+2B'y+2yl—e—fy)YR. 


Entwickelt man diesen Nenner nach steigenden Potenzen von 25 (1--е "—fy) und beachtet die rasche 
Convergenz, die man bei der analogen Entwicklung des Hauptgliedes zu bemerken Gelegenheit hatte, so ist 
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= 


leicht einzusehen, dass man bei der Bestimmnng der Correetionsglieder die Producte dieses Moduls in die 
letzteren übergehen kann. Man hat demnaeh mit geniigender Genauigkeit: 


со 
а (ША е: 7) 201—6") {еду | 


= == 1 1 
19 2(1—) А Jeotg гру Г» ) 


Ganz denselben Weg verfolgend wird man finden: 


‚oo 
o ЕЙ 





Гав 1а fote РЕТТЕ =) 
D H 55 ару” 
und ebenso: 
2 = | | изеде ву 3) 
Ы к= 


f теме E (e 
‚ {соф 22-07 тА 


Die Integration dieser Ausdrücke hat mittelst der in $. 5 gegebenen Rednetionsformeln keine Sehwierig- 
keit, ich gehe desshalb nicht weiter hieranf ein. Um die Resultate übersichtlich zu schreiben, setze man: 








лы» ТЕТІ А о ee ана 

фин око р | 
Чо | м еу 

ne а т. ez л ль) + nn ah | 4) 

o= Еи gu ар Фо 24 л лш р 


Alle diese Glieder lassen sich mit dem schon defmirten Argumente: 


cotg 2 
Vz а 
S VB 


leicht in Tafeln bringen und finden siel in der Tafel И aufgenommen, deren letzte Ziffer aber nicht durehans 
verbürgt erscheint; hiebei sind, um die Interpolation zu erleiehtern, für die negativen Меге des Argumentes 
9 (Zenithdistanz grösser als 90°) die Coëfficienten selbst angesetzt, mit Ausnahme von ф„, welches logarith- 
misch gegeben ist, für die positiven und logarithmischen Argumente von у Фе Logarithmen der Coëfficienten. 
Die Reihenfolge der y-Werthe ist so gewählt, dass in den praktisch wichtigen Fällen (9 positiv) die drei 
ersten Coäffieienten das negative, die drei letzten das positive Vorzeichen haben. Die Tafeln selbst sind 
weiter als nöthig ausgedehnt, indem innerhalb der in Betracht kommenden Grenzen (у<< 10) manche der- 
selben dem Resultate nur Unmerkbares hinzufügen. Die Fortsetzung tiber g > 10 erseheint überflüssig, da sich 
in solchem Falle, bei welchem die Zenithdistanzen kleiner als 65° werden, für die Refraction wesentlich 
bequemere Formen dureh Reihenentwieklungen der Gammafunetionen herstellen lassen. 
Бегесішес man überdies: 


ee: 152 В 202 2 Ша \ 
A ee a EN Т СТТ | 
“ ES ж (9 BRB \ 
h = — |. В yman E ШІ? М г 
h= I ТЕ В, l = Tez VE B \ | 
GES а “э 9 _ @ кој је 
а (Се Vë „=т= үр) ; 
so ist: 
Ryt Ryt R, арфа ta да НА Pa 7, Ps 96 во 5) 


Denkschriflen der malhem.-nabırw, СІ. LII. Bd. 
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womit die Bestimmung der obigen Correetionsglieder auf еше sehr kurze Кесеһпйпд zurückgeführt erscheint. 
Bei der Ermittlung der Coöffieienten 5) kann man ohne Nachtheil 5’ als constant betrachten, denn В” ist 
zwar mit der Zenithdistanz veränderlich, aber man begeht, wenu für В’ der bei e = 90° geltende Werth 
angenommen wird, nur unmerkliche Fehler. Fir einen gegebenen Zustand der Atmosphäre sind also die 
obigen ‚-Coöffieienten constant; bei den unten folgenden Rechnungen habe ich von dieser Vereinfachung 
keinen Gebrauch gemacht. Mit Hilfe der bereits bei der Rechnung des Hauptgliedes benützten Zahlen ist die 
Bestimmung der Coäfficienten sehr einfach; es ist nämlich: 








я В ` 
пе, а т | 
‚И. Г. 
je (АВ, ЕЕ и 
2 ei 
БЕ ГЕР E Ин ТАЈА 
ы = (A) SZ, р в | 
Ich will nun das oben begonnene Beispiel (== — 0: 1171) fortsetzen. Man erhält bei einer vollständigen 
Rechnung die folgenden Zahlen: 
log(A,)= 5:870 (ока а А = 4,9, = — 1'066 
Jong ze 0-389 bee 5 ео "9, = --0:308 
106 фу = 9,639 10647; == 139, = — 0:887 
ear, == ОО log p, ге СЕЛІ ый» = +093 
logo, = 9,403 оо = 0-006 = 02122 
БӘ -- 2282) log 9, = е) “ое = +09 019 
logo, = 9,109 05 == UE E DEEM 
log Ye == 9120090) 


Durch Hinzufügung dieser geringen Correctionsglieder zu dem im vorigen Paragraphe gefundenen Hanpt- 
gliede der Refraction resultirt die Refraction : 
38726719). 


Nimmt man also die oben angeführte Constitution der Atmosphäre an, die sich vielleicht besser, min- 
destens aber ebensogut den Thatsachen anschliesst als irgend eine der gemachten Aufstellungen, obne auf 
eventuelle Correetionen bei dieser Annahme Rüeksicht zu nehmen, ко ist die ermittelte Zahl der vollständige 
Betrag der Refraction und theoretisch auf höchstens 0" 08 ungenau. Die Kürze und Leiehtigkeit der Rechnung 
muss demnach dieser Methode als besonderer Vorzug gegen anderweitige Methoden eingeräumt werden, in 
Bezug auf Genanigkeit steht sie keiner nach und übertrifft wohl die meisten derselben. 

Will man aber eventuelle Correctionen in Bezug auf die angenommene Constitution der Atmosphäre 
eintreten lassen, die übrigens nur für die grössten Zenitlidistanzen merkbare Меге annehmen werden, зо 
bedarf es noch der Integration der Glieder dA” und dA‘, wobei es aber bei der Unsicherheit, die dem ein- 
geführten numerischen Coöfficienten anhaftet, praktisch hinreichend sein wird, sich auf das erstere Glied 
allein zu beschränken. 

Vernachlässigt man überdies das Product dieses Correetionsgliedes in 27(1--е-“--ју), wiewohl die Mit- 
nahme theoretisch ohne Schwierigkeit bewerkstelligt werden könnte, so erhält man sofort, wenn für P der 
Werth aus 8) 8. 4 eingeführt wird: 








оС ур А [2 ws! Е = z (s-+1)% 8 
па === В! ү ІІ | с Wu? Ки) серия” Фан) 8) 


Der Ausdruck innerhalb der Klammer kann wieder wit dem ‘Argumente у tabulirt werden; bezeichnet 
шан ihn mit фо, so gibt die Tafel ІП die Beträge von log ọ, für verschiedene Werthe von log с. Die letzte 
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Stelle dieser Tafelwerthe ist aber als nicht völlig sicher zu bezeiehnen. Der Gebrauch der Tafel UL wird 
später vorgenommen werden, nur so viel ist hier hervorzuheben, dass R” mittelst derselben anf die Form 
gebracht werden kann: 


“ A (2 
e g \ү БЇ | 9) 


RI = ite 
15 


И Ес 


5.5. Entwicklung der Refraction nach den ungeraden Potenzen von ис. 

Die Darstellung der Refraction dureh eine Reihe der ungeraden Potenzen der Tangente der Zeuithdistanz 
ist sehr vortlieilhatt, so lange die Zenithdistanz nieht 70° überschreitet; es soll diese Entwicklung nun dadurch 
erreicht werden, dass in den obigen Integralen statt der Gammafunetionen die Reihe 15) 8.5 derselben sub- 
stitnirt wird. Es wird danach sein: 

1 1 N. П 55 
M= an Ziel ` Zei ` Sue" ` 4 


Die Entwicklung wird etwas kürzer und eleganter, wenn шап von der Einführung der В 


Di 


(G1. 11,$. 6) Umgang nimmt; die unmittelbare Entwicklung des Hauptgliedes der Refraction (61. 10, $. 6) nach 
[ыш von 99(1--е77) ergibt: 





асо = S со 
m а | rt) | ee ез?) ди е Шо e [ в (1--е- oy 
reese ‹ == Т = n 2 =ске E 
71-4 (. (6045 222 Ву) „(сон 2--ЭВууа 1.21 и, (eotgz?+2By)”%r 


Führt man die Integration nach 16) $.5 aus, so kann man das Resultat derselben sofort binschreiben; ех 
wird nämlich: 
a = 


K= =, EECH ры es CH (Gi ЕТЕКТЕ 


== = a [U — 3. 3A +39) .. 9) 


Snbstituirt man in diesem Ausdrucke für die versehiedenen W-Fnnetionen der Reihe nach 1) und beachtev 


dass (2), 8. Б) 
_ tgz 


9 Е Van 
in welchem Ausdrucke der Bedeutung der Formel entspreehend В und nieht В’ einzusetzen ist, so gibt die 


Entwieklung bis zur fünften Potenz von tg z inelusive (also bis auf die dritten Potenzen der Refraction) dureh- 
geführt zunächst: 


коз 


ут Du іе В +1.35 ва? — ... 











5 Сай tg 23 tg 25 | 
ЕК = ES ) 5. +1.32? 8 --- De \ 3) 
үт hah а. ы” 
Ба tg ё Lë 29 { 2 
Зу 2 В 2 kl AU e | 
\ B 3% ab ab / 
und es wird: 
бу I T 
Ма? МИ а= тр tg zi EN B? tg = 
e у, 
\ ДЫ 3 7p аа. 2 Р-Н! = = В? te ща ч 
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man erhält somit für das Напр Пей der Refraction die Reihe: 


ШЕ 





з g 
ftge—(B+ | Jtg + (812+ =‘ 


о a 
Бак: РЕНА | — а 4) 


ШЕ 


In dieser Formel erscheint y als Function der Zenithdistanz; es ist nämlich oben ($. 6): 


со 


ба же e со и Sa 
/=р = (В--а)--а соё 2 


gesetzt worden; es ist also: 
7* = (B-a)’— 2a —a)eotg 27+? cotg 2". 


Ersetzt man y in der Gl. 4) dureh diese Relationen, so erhält man für das Hanptglied der Retraction den 
folgenden Ansdruck, der bis auf Grössen dritter Ordnung der Refraction richtig ist: 


5 Ki а oi, 1 М 1 9 
= р 001 ми | = 
+ tg (ВВ МЕ de 10а). 5) 
ре 5 -БВ-4+-8В-« РК. £ 
4 2 А 


Наќе man die Substitution anf die Glieder zweiter Ordnung beschränkt und führt für В nnd В die früher 
angenommenen Ausdrüeke 5.4, Gl. 7)’ ein, so fände sich: 


[= та | tg г(1 + 54) —tg 2? (11 +2][1+mt,] — 2%) 6) 

Dieser Ausdruck kommt dem Wesen nach mit Laplace’s Satz überein, dass «Не Refraction, wenn sie 
nach den ungeraden Potenzen von tg г entwickelt wird, mit Beschränkung auf die ersten zwei Glieder ganz 
ohne irgend eine Annahme Прет die Constitution der Atmosphäre angegeben werden kann; richtiger aber wäre 
es zu sagen: Man kann dasHauptglied derRefraction bis auf Grössen zweiter Ordnung inclusive genau angeben, 
ohne eine Annahme über die Temperaturvertheilung in der Atmosphäre zu machen, die concentrische Schich- 
tnng der Atmosphäre vorausgesetzt. Das erste Glied hängt nur von der Dichte der Luft am Beobachtungsorte 
ab, das zweite enthält bereits Ше Kriimmung der Luftschiehten, bedingt dureh die Gestalt der Erde. Diese letz- 
teren Betrachtungen geben wichtige, nicht immer hinreichend gewürdigte Fingerzeige zur Bestimmung der 
Refractionseonstanten. Da man die Refraction mit Hilfe der beiden ersten Glieder der Reihe bis auf Unwesent- 
liches bis zu 70° Zenithdistanz darstellen kann, so wird man zu dem Sehlusse gelangen, dass Refraetions- 
beobachtungen in kleineren Zenithdistanzen als 70° keinen Beitrag zur Ermittlung der Constitution der 
Atmosphäre liefern können; anderseits wird man schliessen dürfen, und dies ist wesentlich, dass die Con- 
stante а: (1— 2) der Refraetion aus solchen Beobachtungen (e < 70°) frei von jeder Hypothese iiber die Consti- 
tution der Atmosphäre erhältlich ist. Es wird sich daher empfehlen, zur Bestimmung der Refractionseonstante 
und deren Änderung dnreh die Temperatur aus den Beobachtungen die allzu grossen Zenithdistanzen auszun- 
schliessen; Beobachtungen in sehr kleinen Zenitbdistanzen werden an sich wegen der Kleinheit von 162 
keinen wesentlichen Beitrag zu derartigen Bestimmungen liefern. Will man dagegen aus Refraetionsbeob- 
achtungen Schlüsse in Bezug auf die Constitution der Atmosphäre ziehen, so können hiezu nur die grössten 
Zenithdistanzen herangezogen werden, wobei man die Constante der Refraction keiner Correction unterziehen 
darf, sondern so anzunehmen hat, wie sie aus den Beobachtungen kleiner Zenithdistanzen folgt. Diese 
Schlüsse bleiben schr unsicher, da die Refraction in grossen Zenithdistanzen starken loealen Störungen nnter- 
worfen ist, die grösser sind als der Einfluss der allgemeinen Temperaturvertheilung in der Luft. Es wird 
desshalb auch vortheilhaft sein, das aus den meteorologischen Beobachtungen abgeleitete allgemeine Gesetz 
der Temperaturabvahnne, also die Constante С, unverändert beizubehalten und die Refraetionen aus sehr 
grossen Zenithdistanzen zur Bestimmung der localen Störungen zu verwerthen. In den praktisch wichtigen 
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Fällen ist daher die Retraction bestimmt dureh die Dichte der Luftschiehte, in welcher die Beobaehtung an- 
gestellt wird, vorbehaltlieh der in die Differentialgleiehnng eingeführten Bedingung der horizontalen Schich- 
tung der Luft. Über diese Sehiehtung wird man wohl Кап je eine andere Annahme machen dürfen; selbst in 
solehen Fällen, wo der Liehtstralil eine Spalte zu passiren hat, um zum Beobachtungsinstrumente zu gelangen, 
wird im Allgemeinen die Hypothese über die Horizontalität der Sehiehten der Wahrheit nahe kommen; es ist 
demnaeh für die Bestimmung der Refraction die Temperatur der Luft im Beobaehtungsraume (vor dem 
Objeetiv) massgebend nnd die Benützung der äusseren Thermometer zu diesem Zweeke jedenfalls weniger zu 
empfehlen. Manche Anomalien, die sieh bei sonst sehr genauen Refraetionsbeobachtungen heransstellen, 
erklären sieh aus der Niehtbeaehtung dieses Umstandes. 

Es erübrigt noch, das Resultat der obigen Reihenentwieklung für die Correetionsglieder, die in 8.7 
näher behandelt wurden, zu verbessern. Man wird bemerken, dass man sich auf die Entwicklung der Glieder, 
die aus 9, und Ф, entstehen, beschränken könnte, denn die anderen beeinflussen selbst bei 70° Zenithdistanz 
die Refraction nur nm wenige Tansendtheile der Bogenseeunde; der Vollständigkeit halber will ich aber die 
übrigen Correetionsghielder mitnehmen. Auch in diesem Falle ist die Entwieklung eleganter, wenn man von 
der Einführung der Grösse В" Umgang nimmt, doch sind die erforderlichen Integrationen weitlänfig; ich ziehe 
es desshalb vor, bei der Berechnung der Correetionsglieder von den Formeln auszugehen, die von В” Gebrauch 
wachen. Die Substitution der Reihe 1), pag. 27 in die Gl. 4) 5. 7 ergibt: 














ee 1 1 9 un 1 d 
устр ъ= шата 
1 3 P 21 ий 5 21 
а = | 49 164? яр у = 168 39/5 
ки 1 3 EE 1 UI. 
"а == Er ТЫҚ В == 540 96/8! 
wobei zu setzen ist: 
сос 2 


es ist also: 








аа == == „Вива Big} 
я роща 3225. 
пра == о E de 
еы 2 Se 
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a 
a Jz Б? te 23 
В e | 
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Die ersten drei АпзфтеКке enthalten 5’; substitnirt man in dieselben 


= == ra 
1 + (6 ЕП | В--(Б-а--х cutg г?У, 


so findet sieh: 


ТЯ. г. Орро/гег, 


tg z (1-20) В 2%( Б®-_ РАВ 1 
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e 
GER 1 5 ^^ э а 
= NE: ІНЕ ж ala BEACH, 
1 СИИ 1 С РЯ а 
‚ а dk 2 б aftg к=з =) (B+fl2—a]))ig с". 
Addirt man die Resultate der Entwieklung der Correetionsglieder zum Hanptgliede GL 5) und schreibt in 
den Gliedern dritter Ordnnng statt —— die Einheit, so findet sieh die Refraetion bestimmt durch: 
Ee Се з х > В 5 / ЛЕУ Si 1 Қ 
ШЫ „|. tl Р и Ба 
e (ве 5 8—-у аав Вай вн" e Ern қ 
B+ Ко 02 =)| + 
51: 2 Pr 5 


9 В 
==» 
4 
Zu diesen Gliedern wären noch jene Correetionsglieder hinzuzufügen, welehe ans den veränderten An- 


nahmen über die Constitution der Atmosphäre entstehen. Da aber diese nur für sehr grosse Zenitlidistanzen 
merklich werden können, bei denen dann die Beniitzung der Formel 9), $. 7 vortheilhafter ist, so gehe ich auf 


deren Entwicklung nicht näher ein. 
Setzt man 
ЈЕ = Аа | 
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so ist: 


R= E 


тт ив Шива? (Шив 21 - 9) 


in dieser Formel ist 27 gleich a: are 1” zn setzen. 


$. 9. Änderung der Refraetion durch kleine Andernugen in den Werthen der zu Grunde gelegten 
Constanten. 


Die Bestimmung der Refraction zu einer gegebenen Zenithdistanz bedarf, wie die Ansicht der Formeln 
lehrt, der Kenntniss der Меге х, В und В. Jede dieser Grössen hängt von Werthen ab, die den Beobach- 
tungen entlehnt werden müssen, kann also unter Umständen Veränderungen erfahren, welche etwa aus einer 
eorreetiven Bestimmnng der ип Grunde gelegten Werthe resultirt. Es wird daher zweekmässig erscheinen, 
den Einfluss von Änderungen in diesen Grössen anf differentiellem Wege zu ermitteln, wobei hier gleich 
erwähnt werden kann, dass von den so entstandenen Formeln, bei denen es sich um die Bestimmmung der 
Refraetionseorreetionen wegen Temperatur und Barometerstaud handelt, nieht Gebranch gemacht, werden soll; 
die Correetionen sind nämlich in der Regel so gross, dass die blosse Berüeksichtigunng der ersten Potenz der 
Änderungen nicht völlig ausreiehend ist, wiewohl man sich in den meisten Theorien damit begnügt hat. 

Es sei 4 jene Grösse, welche die Änderung бу erfährt, so ist mit ansreichender Näherung, da nur geringe 
Änderungen vorausgesetzt werden: 
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38 = (ра р 
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Die Bestimmung der in diesen Gleichungen auftretenden Differentialquotienten wird in der Regel keine 
Schwierigkeit haben, da der Zusammenhang zwischen «, В, В und den der Bestimmung derselben zu Grunde 
gelegten Werthen ein sehr einfacher ist. Indem ich mich bei der folgenden Untersnehung anf den Einfluss der 
Correetion anf das Hanptglied der Refraction beschränke, setze ieh zuerst die bezügliche Differentialgleiehung 


(Сі. 10, 8. 6) ал: 
ар” SS ® en But 
= 1— e 22-5 By--2y(1—e М: 


In derselben erscheint 3 nieht nnmittelbar, sondern ist mit y verbunden durch die Relation : 
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Variirt man also der Reilhe naeh diesen Ausdrnek nach а, 2, В, so erhält man: 
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und durch die Integration findet sich: 
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Führt man wieder DI nach 11), 5.6 ein пад begnügt sich mit dem ersten Gliede der Entwieklung, lässt 
also die in Potenzen von (1—е ”—/у) wultiplieirten Glieder weg, ein Verfahren, das bei der ee 
von Correetionsgliedern zulässig erscheint, so findet sieh, dass die Ermittlung der obigen Werthe von zwei 
Integralen abhängt, Ше bereits in den vorhergegangenen Entwieklmigen (pag. 21) enthalten sind, nämlich: 
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Setzt man diese Werthe in 2) ein nnd macht, was sich als zweckmässig erweist, den Ubergang anf: 








ò log D = e Mod., 
so findet sich: 
а= М түт m TE ЖЕ... 


Innerhalb der bereits als zulässig betrachteten Genauigkeitsgrenzen kann man in diesen Ansdrücken 
setzen: 





Schreibt man daher: 
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so kann man diese Grössen leieht mit dem Argumente: 
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in Tafeln bringen. Tafel IV gibt in bimreiehender Annäherung diese Co&ffieienten mit dem Argumente g oder 
log g; mit Benützung dieser Tafel schreiben sich die gesuchten Differentialquotienten wie folgt: 
ô log ki Моа өз 
да x B'sin z” 
ты ани 
др И 
д log ШІ _ Pr 


› de 
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Di 


“= 
= 
2 
ES 
И 
—_3—— сс 


Für kleinere Zewitldistanzen sind diese Formeln wenig bequem, und deren Anwendung dadurch 
beschränkt, dass der grösste Werth von g, 10 ist, für welehen die Tafel gerechnet erseheint; hier wird 
aber die Benützung von Gl. 9) $. 8 in diesem Falle besonderen Vortheil bieten: In den Gliedern (Г), (IT), 
(III) treten nämlieh unmittelbar die Меге ein, die einer eventuellen Verbesserung mnterworfen sind; da 
sich in diesem Falle das Resnltat der Differentiation so berans einfach gestaltet, хо gehe ich anf die dies- 


bezüglichen Formen hier nicht näher ein. 


$. 10. Ein Beispiel für die Berücksichtigung der aus den modificirten Temperaturverhältuissen 
entstehenden Gorreetionsglieder. 


Die Gleielnug 9) des siebenten Abselmittes lässt jene Correetionen in der Refraction finden, welehe 
dodurch entstehen, dass das allgemeine Gesetz für die Temperaturabnahme besonders in den unteren 
Luftschiebten mehrfacher Moditieationen Бедак. Es ist noch keineswegs der Zeitpunkt als gekommen 
zu betrachten, der eine vollständige Lösung dieses Theiles des Problems vom praktischen Standpunkte ans 
ennöglieht, doch will ieh in ganz provisorischer Weise zeigen, wie man etwa diese Correetionsglieder dazu 
verwertben kann, ит die tägliehe Periode in der Refraction in genäherter Weise zu ermitteln; in ähnlicher 
Weise hessen sieh anderweitige Correetionen behandeln, doch wird sowohl zur strengeren und genaneren 
Behandhmg des vorliegenden, als anch der anderweitigen Probleme geschritten werden können, bis die in der 
Theorie der Refraetion auftretenden Parameter durch geeignete Hillsmittel genaner bestimmt sein werden, als 
dies gegenwärtig der Fall ist. 

Тер will die bekannten Argelander’schen Refractionsbeobaehtungen Шеш verwerthen; doch will ich 
noelmals hier hervorheben, dass die folgenden Zahlen nur als Beispiele zu betrachten sind, in weleher Weise 
die obigen Formeln der Verwerthnng zugeführt werden können. In den „Astron. Beobachtungen anf der 
Universitätssternwarte bei Königsberg“, 8. Abth., р. XV, findet sieh naeh den von Bessel mitgetheilten 
Resultaten der mittlere Untersehied zwischen den an den Sternen imd der Копие beobachteten Refraetions- 


beträgen wie folgt: 
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Die Соһиппеп (#,—t,)* und (1,—4,)® geben die im Mittel stattzehahten Abweiebungen der Luft- 
temperatur von dem Mittelwerthe für die Tagestemperatur, welch’ letztere Меге allerdings nur nach ihren 
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aus langjährigen Königsberger Beobaehtungen bestimmten Mittelwerthen angenommen werden konnten; tbri- 
gens wird aueh ein Fehler in dieser Richtung nicht allzusehr schädigend wirken, da derselbe der Hauptsache 
nach aus der Differenz der für die Sterne geltenden Temperaturabweichungen gegen jene der Sonne herans- 
fallen wird. Man wird bemerken, dass, wie dies auch zu erwarten war, für die Sternbeobachtungen die Tem- 
peraturen unter, für die Sonnenbeobachtungen über dem Tagesmittel sich bewegten. Gibt man mun dem von 
der täglichen Periode abhängigen Gliede 4 die Form: 


= % zn) 2 


so wird man nach 9) des siebenten Abschnittes für с und E, jene Меге zu suchen haben, welehe den Beob- 
aehtungen sehr nahe genügen; hierbei wird man log F = 0:944 setzen können und 9, aus der Tafel ІП wit 
dem Argument y zu entlehnen haben. 

Zunäehst wird ınan zu bemerken haben, dass die Unterschiede, die zwischen den Sonnen- und Sternbeob- 
achtungen zwischen S5°—87° auftreten, nur zum geringsten Theile als der täglichen Periode entstammend 
angesehen werden können und vielleicht aus Fehlerquellen hervorgehen, die der hier zu bestiiunmenden Grösse 
fremd sind; es seheint fiir die vorliegende Untersuchung daher am zweckmässigsten, etwa die fünf ersten 
Wertlie іш Mittel zu vereinigen und dieses Mittel als constante Fehlerquelle in Rechnung zu ziehen, nur wird 
es zweckmässig sein, sofort das Mittel in der zu ermittelnden Correction entsprechenden Weise zu corrigiren. 
Das Mittel der ersten fünf Zahlen ist: 2726, die allerdings nur durch еше vorläufige Rechnung bekannte 
Correctur dieser Zenithdistanzunterschiede wurde mit --0"76 angenommen, man hat sonach die obigen 
Unterschiede um 1”5 zu vermindern und erhält so: 





85°0' -0"5 8730" + 275 
85 30 127 8 О MEN 
О apil 820 82 
86 30 --1-5 s9 0 --91-4 
87 0 +08 89 30 -„9н-9 


Nimmt шап nun log а = 0:8, log В = 7:091, log F = 0:944 an und führt die Rechnung für die fünf 
letzten Werthe durch, da dieselben fast allein massgebend fir die Bestimmung des fraglichen Coöffieienten 
sind, so stellt sieh dieselbe wie folgt: 





106 с = 0:8 
2 872950! 88°0' 88°30' 39205 592505 
9 + 0:879 + 9:705 + 0:527 + 0:351 + 0-176 
log е. (Тае HD 8,498 8.741 9,009 HE 97032 
Е си ој 1.652 1,624 1,559 1,541 1,506, 


man hat also die logarithmisch angesetzte Bedingungsgleichung zur Bestimmung von Ду: 


0:544 = 0:180 4, 
0-679 = 0-865 К, 
0:914 = 0:569, 
1:330 = 0-844 ka 
1-461 = 1:188 бо. 


Daraus bestimmt шап log 4, =0:362 und erhielt hiermit die folgenden, für die verschiedenen Zenith- 
distanzen geltenden Correetionen, neben welchen ich sofort die Unterschiede gegen die beobachteten Werthe 
angesetzt habe: 
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Die Übereinstimmung ist, wie man sieht, eine vollkommen befriedigende ımd übersteigt in keiner Weise 
die oft ganz beträchtliche Unsicherheit, welche den Beobachtungen anhaftet. 

Es könnte noch gefragt werden, ob die so gefundenen Werthe auch die direct beobachteten Refractions- 
werthe darstellen, da die obigen Coöfficienten nur aus differentiellen Beobachtungen erhalten wurden. Redueirt 
тап die in den Tabulis regiomontanis gegebenen Refraetionswertlie anf die von mir gewählten Normalverhält- 
nisse (# = 10° Cels., Bar. = 0"76) und beachtet, dass dieselben für die grössten Zenitbdistanzen aus Arge- 
lander’s Beobachtungen empiriseh abgeleitet sind, so findet man, wenn die aus meiner Theorie folgenden 
Werthe angesetzt nnd dieselbe den oben gefundenen Coäffieienten entsprechend corrigirt (Columne Corr.) 
werden, folgende Zahlen: 


2. Argel. Oppolz. Corr. BR 
85% ui nëm 1 aore +02 11 
86 0 705-0 0 2 
вт 0 861-9 © +09 1-8 
s8 0 О СЕ 
89 0 109 14031 05 3939 
80 30 1158-0 11977 4986 +18, 


so dass hier eine vollkommen befriedigende Übereinstimmung zu Tage tritt, und selbst für die Horizontal- 
refraction, welche nur auf zwei Sonnenbeobachtungen, die fast um eine Bogenminnte von einander ab- 
weichen, beruht, keine grössere Differenz als 21” gegen diesem so unsicheren Mittelwerthe übrig bleibt. Es 
möchte daher scheinen, dass durch die vorliegende provisorische Untersuchung jenes Glied, welehes die mitt- 
lere tägliche Periode derRefraetion darstellt, einigermassen festgestellt sei, doeh will ieh gleich hier bemerken, 
dass dies keineswegs der Fall sein kann, denn die aus diesen Annahmen für А und о folgenden Temperatur- 
verhältnisse іп der Atmosphäre finden dnreh die meteorologischen Beobachtungen in keiner Weise eine Bestä- 
tigung, so dass man den obigen Zahlen keine andere Bedentnng als die einer empirischen Ausgleiehung der 
betrachteten Differenz zusehreiben darf; es liessen sich allerdings wesentlich zusammengesetztere Formeln 
finden, welche eine Harmonie zwischen den astronomischen und meteorologischeu Resultaten herstellen würden, 
doch würde dies zunächst den beabsichtigten Zwecken ferne liegen, auch müsste eine erneuerte Reduction 
der Beobachtungen vorgenommen werden, da die hier vorliegende Theorie, anf dieselben angewandt, wesent- 
lich verschiedene Zahlen zu Tage fördern würde, denn z. В. gibt die hier entwickelte Theorie für die bekannte 
Bessel’sche %-Grösse bei 90° Zenithdistanz nahezu 1:92, während nach Bessel 1-73 hiefür anzunehmen 
ist, so dass die für die Horizontalrefraetion erhältlichen Besse schen Temperatureorreetionen um nahezu den 
neunten Theil zu vergrössern wären. 

Sehliesslieh wäre darauf noch aufmerksam zu machen, dass die hier ermittelte tägliehe Periode ihren 
Einfluss nur für schr grosse Zenithdistanzen geltend machen kann, für Zenithdistanzen bis zu 70° ist dieselbe 
selbst für die strengste Rechnung unmerklich; es ist sehon oben (im zweiten Abschnitte) darauf aufmerksam 
gemacht worden, dass die hie und da beobachtete tägliche Periode der Refraction in verhältnissmässig kleinen 
Zenithdistanzen durch ganz andere Ursachen ihre Erklärung findet. 
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Tafel LE. 
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